A HORA ?
DO BIZU

PROVAS DO IME | 1977 A 2006

IME 1976/1977

Matematica |
1) (IME-77) Seja x € R. Determine o conjunto A onde A c R, o dominio de definicdo da
fungdo f: x — log2(x? — x — 1).

2) (IME-77)

a) Seja z=a + bi(a, b € R). Determine a e b tais que z2 = 3 - 4i.

b)Seja ,C—>C z > iz+2+3ij

Seja o conjunto A = {x + iy € C| x3/9 + y?/4 = 1}. Determine o conjunto B imagem de A pela
funcao f.

3) (IME-77) Seja P3(x) = (x + 1)(x + 3)(x + 5) + k(x + 2)(x + 4), onde x € C. Determine o
lugar geométrico das raizes de P3(x) quando k assume os valores em R*, desenhando
este lugar geométrico no plano complexo.

4) (IME-77) Sejam x1 e x2 raizes da equagdo x> — (a+ d)x +ad—bc=0,0onde a, b, ¢, d
R. Determine A de modo que x1° e x2° sejam as raizes da equagéo: y? — (a® + d°® + 3abc +
3bcd)y + A =0.

5) (IME-77) Seja A = (aj) uma matriz quadrada de ordem 3emque aj=0sei>jea;j=0
se i <j. Determine o menor inteiro positivo r tal gie A" = 0. (0 representa a matriz nula)

1 2 0 1] x] [-5
. .13 5 2 1]x -10
6) (IME-77) Dada equagéo matricial 2= .
0 -3 1 -5|x, 6
11 -1 1|x4| | -4
X1
Determine a matriz X = | *2
X3
X4

7) (IME-77) Dada a sucess&o A = (An), onde A, = {1_%,2_%} IR, pede-se determinar B,

C, D, abaixo.

3 4 3( 3
a) |JAk=B; b) NA(=C; ¢©) ﬂ[UAk}zD
k=1 t=2

t=1\k=t

8) (IME-77) Sejam f, g, h e j fungdes reais de variavel real definidas como:
X se x€]0,3[.

100 = {xz _7 se xR’
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g(x) = x?>  se x €]0,3[
2x+3 se x¢€)3,7]

h(x) = ﬁ se x€]0,3[
x—2 se xel3,7]

() = { 2 se xe€l03
x-1 se xel3,7]
Obtenha, se existir, o limite de cada fungao acima no ponto x = 3. Quando nao existir o

limite, determine a esquerda, isto é, o limite quando x se aproxima por valores inferiores a
3.

9) (IME-77) Seja o polindmio f(x) = apx" + a1x"~ '+ ... + an,_1x +anronde a € IR,i=0, 1, ...,
n, ao # 0, cujas n raizes sao reais e distintas. Sabendo-se que o polindmio f (derivada de f
com relagéo a x) tem n — 1 raizes, demonstre que essas n — 1 raizes sao reais e distintas.

10) (IME-77) Considere a curva de equagao y = x?/2. Determine as coordenadas do ponto
desta curva mais préximo do ponto de coordenadas (4, 1).

11) (IME-77) Sendo x € IR, calcule: lim */cosx .

x—0

12) (IME-77) Divide-se um quadrado de lado 1 em nove quadrados iguais e remove-se o
quadrado central. Procede-se da mesma forma com os 8 quadrados restantes. Este
processo € realizado n vezes.

a) Quantos quadrados de lado 1/3" sao conservados?

b) Qual a soma das areas dos quadrados removidos quando n tende a infinito?

Matematica Il

1) (IME-77) De um ponto exterior E a um circulo (O) qualquer tragam-se duas tangentes t
e t' a esse circulo, sendo os pontos da tangéncia P e P’. O angulo PEP’ mede 140°. De P
traca-se a corda PA cujo arco mede 10° no sentido do maior arco PP’ sobre o circulo. De
A traca-se a corda AB cujo arco mede 30°, no mesmo sentido do arco PA. Pede-se: a) o
angulo EPP'; b) o dngulo BP'E; ¢) o numero de lados do poligono inscrito no circulo (O)
cujo lado é a corda BP.

2) (IME-77) Tragam-se dois circulos de raio r e centros em O e O’ (cada um passando pelo
centro do outro), que se cortam em | e J. Com centro em | e raio 2r traga-se um arco de
circulo que tangencia (O) em A e (O’) em A’. Com centro em J e raio 2r traga-se um arco
de circulo que tangencia (O) em B e (O’) em B’. Em (O) o diametro dO tem a outra
extremidade em C; em (O’) o diametro dO’ tem a outra extremidade em C’. Os arcos AA’,
A’'C'B’, B'B e BCA formam uma oval com quatro centros. Pede-se a area desta oval em
funcio der.

3) (IME-77) Seja ABCD um quadrilatero convexo. Tragam-se as bissetrizes internas dos
angulos A, B, C e D, que denominam respectivamente Ta, T, Tc € Tp e que determinam
ospontosM=TanTeg;N=Te " Tc; P=Tcn Tp; Q=Tan To. Prove que: 1) O quadrilatero
MNPQ é inscritivel; 2) As retas AB, CD e NQ s&o concorrentes em um ponto U, bem como
as retas AD, BC, e NQ em um outro ponto V.
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4) (IME-77) Sejam A, B € R? de coordenadas cartesianas (2, 5) e (1, 3), vértices fixos de
um conjunto de triangulos de area 12. Determine a equagé&o do lugar geométrico do
conjunto de pontos C, terceiro vértice destes triangulos. Obs: A area é considerada
positiva qualquer que seja a orientagéo do tridngulo, de acordo com a orientagao
axiomatica.

5) (IME-77) Prove que para todo arco x cada uma das relagdes abaixo é verdadeira:

2n 47
senx + sen x+? + sen x+? =0

2n 4n
COS X + COS| X+? + cos X+? =0

6) (IME-77) Uma superficie cilindrica X de revolugdo tem raio r.

a) Considera-se um cilindro y reto de altura h, obtido cortando-se X por dois planos.
Calcule h em funcéo de r, sabendo-se que existe um octaedro regular que tem seus
vértices sobre a superficie lateral de y e nos centros das bases de y.

b) Corta-se X por um plano & tal que a area da secgéo seja o dobro da area da secao reta
de Z. Calcule o angulo de = com o eixo de X, e a disténcia entre os centros das esferas
inscritas em X e tangentes a n.

7) (IME-77) Um plano © faz um angulo de 30° com um plano horizontal o, e aretar é a
intersecao entre esses dois planos. Seja A um ponto de r e ABCD um quadrado de lado a
e centro O contido em =, cuja diagonal BD é paralela ar.

a) Indique a natureza da projec¢ao ortogonal de ABCD sobre a, calcule o comprimento dos
lados e a area dessa projegao.

b) Determine um ponto | do plano o equidistante dos vértices A, B, C, D calculando
também a distancia de | ao ponto A.

8) (IME-77) Em um plano sao dados trés circulos tangentes entre si, dois a dois,
externamente. Seus centros formam um triangulo ABC pseudo-reténgulo (isto é, a
diferenca de dois de seus angulos é 90°): AB = 100; A = 30°. Calcule a area do triangulo
curvilineo determinado por esses circulos, pelos menores arcos entre cada dois pontos de
tangéncia.

IME 1977/1978

Matematica |

1) (IME-78) Determine as solu¢des da equacgéo
36x2—12x2-5x+1=0

dado que uma de suas raizes é a soma das outras duas.

2) (IME-78) Seja um polinbmio
P(x) = asx® + axx? + a1x + ag
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Com coeficientes reais. Sabe-se que p(0) = 0, p(2) = 4, que a reta tangente a p(x) no ponto
(1,1) é paralela aretay = 2x + 2 e que a reta tangente a p(x) no ponto (2,4) &€ perpendicular

aretay = —%x—4. Determine os coeficientes as, a2, a1, ao.

3) (IME-78) Mostre que, em toda reunido constituida de seis pessoas uma das hipoteses
necessariamente ocorre (podendo ocorrer ambas):

|) Existem trés pessoas que se conhecem mutuamente (isto €, das trés cada duas se
conhecem).

Il) Existem trés pessoas que se conhecem mutuamente (isto €, das trés cada duas se
desconhecem).

4) (IME-78) Seja h uma fungdo continua, real de variavel real. Sabe-se que h(— 1) =
= 0; h(1) = 8. Defino uma fungdo g como g(x) = h(x) — 2. Prove que a equagao g(x)
admite, pelo menos, duas solugdes distintas.

4; h(0)
=0

5) (IME-78) Seja o conjunto A ={z € C/ |z| = 1}.

Determine a imagem de A pela fungéo g, complexo de variavel complexa, tal que g(z) = (4
+3i)z+5-1.

Obs: C é o conjunto dos numeros complexos

6) (IME-78) Parat> 0 e x > 1, defino a fungao fi, real de variavel real, como:
t
fi(x)= ){#}

Supondo-se que o limite indicado exista, define-se
f(x) = t”f'%ft(x), x>1.

Determine f(e?), onde e é a base dos logaritmos neperianos.

7) (IME-78) Sejam A, B, C, D matrizes reais 2 x 2.

A=(ai); A T=B=(by)

C=(ci); ci=aj"'

D=(dj); dj=b;"
Sabe-se que aj.bj#0,1<i<2;1<j<2, e que C é matriz singular (ndo admite inversa).
Calcule o determinante de D.

8) (IME-78) Seja m uma funcéo real de variavel real definida como: m (x) = |7 — x|. Diz-se
que uma fungédo u, real de variavel é continua no ponto a de seu conjunto de definigédo se,
para todo numero real € > 0, existe um numero real 6 > 0 tal que, se y é ponto do conjunto
de definicdo de u e se |y — a| < 9, ent&o |u(y) — u(a)| < &. Quer-se testar a continuidade de
m no ponto x = — 2. Escolhe-se um ¢ = 0,01. Determine um & conveniente, para este valor
de . Justifique sua resposta.

Obs: |h| € o valor absoluto de h.

9) (IME-78) Sejam R e S duas retas quaisquer. Sejam pz2 = (X2, y2); p4 = (X4, Ya); Ps (X3, Y3);
ps = (xs, ys5) trés pontos distintos sobre S. o segmento pop3 ndo é paralelo ao segmento
p1p4 ; 0 segmento p1ps NA0 é paralelo ao segmento p2ps € 0 segmento pape N0 paralelo ao
segmento psps. Sejam: A, a intersecdo dos segmentos p2ps e p1ps ; B, intersegao de pips
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com pzps e C, intersecédo de psps com paps. Prove que os pontos A, B e C estdo em linha
reta.

10) (IME-78) Dadas as parabolas y1 e y2, y1(x) = 51 — x? e y2(x) = x? + 1, sabe-se que a area
entre y1 e y2, mediante entre x =0 e x = 5 e igual a 3 vezes a area entre y; e y2, mediante
entre x = 5 e x = a. Determine a.

11) (IME-78) Se x(t) € o numero de parasitas existentes no tempo t, em uma populacao
hospedeira y(t), a relacdo entre as duas populagdes pode ser descrita por

Onde A, B, R e Sao constantes apropriadas. Pede-se determinar g—i .

12) (IME-78) Uma sequéncia (Xn)nen* de numeros racionais diz-se regular se
|Xm—Xxnl<m=1+n-1 m, n e n*. Dada uma sequéncia regular t = (tn)ncn*, definido K= menor
inteiro maior que |t1| + 2. Sejam x e y sequéncias regulares de K = maximo{Kx, K,}. Defino
a sequéncia z = (Zn)nen* COMO Zn = Xz2Kn.y2kn, Nen*. Prove que (zn)nen € uma sequéncia
regular.

Obs: n* é o conjunto dos naturais sem o numero zero, isto €, n* {1, 2, 3, ...}.

Matematica Il
1) (IME-78) Dados os arcos A, B

, C e D, todos do primeiro quadrante, e tais que tg A =
1/3,tgB =1/5,tg C =1/7etg D =1

/8, verificar se A+B+C+D = /4.

2) (IME-78) Designa-se por (T) um triangulo ABC no qual sua altura AD é cortada ao meio
no ponto H, pela altura CE.

a) Demonstrar que as tangentes dos angulos internos B e C de um triangulo (T) verificam
arelagdotg B.tg C =2 (*)

b) Suponha satisfeita a relagdo (*), da-se o angulo A do triangulo (T). Calcular os angulos
B e C. Qual a condigéo que deve ser satisfeita pelo angulo A para que o triangulo (T)
exista?

3) (IME-78) Sejam um circulo (O) de centro O, um ponto A fixo exterior a (O), e um
diametro BC movel.

a) Mostrar que o circulo circunscrito ao triangulo ABC passa por um ponto fixo | (I distinto
de A).

b) As retas AB e AC cortam o circulo (O) nos pontos D e E respectivamente, e DE corta
OA em P. Comparar os angulos BiA, BCA e BDE e mostrar que o quadrilatero IBDP é
inscritivel, sendo o ponto P fixo.

OBS: Sugere-se que entre as propriedades a serem aplicadas na solugao deste
problema, estejam as da poténcia de um ponto em relagdo a um circulo.

4) (IME-78) Da-se um icosaedro (I) regular convexo de aresta /.

a) Calcular o angulo diedro d de (l). (Apresentar uma expresséo trigonométrica, numérica,
que permita calcular o valor do angulo diedro d).
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b) Seja V um vértice de (1): V e os veértices de (l) adjacentes (isto €, os que s&o ligados a V
por arestas de (1)), determinam um poliedro (P) cujas arestas s&do arestas do icosaedro.
Calcular o volume de (P) em fungao de /.

5) (IME-78) Dado um triedro de vértice S, consideram-se duas sec¢des paralelas: uma fixa
ABC, com o triangulo A1B1C+1 tragado pelo meio dos lados BC, AC e AB, e outra segao
mével A2B2Co. (A1 € meio de BC, C1 de AB e B4 de AC, e AA2, BBz e CC: estao
respectivamente nas arestas SA, SB e SC). Mostrar que as retas A1Az, B1B> , C1C>
passam por um mesmo ponto e determinar o lugar geométrico desse ponto.

6) (IME-78) A tangente e a normal em um ponto M de uma elipse cortam o eixo focal
respectivamente em T e N, sendo os focos F e F'.

a) Mostre que o segmento FF’ é dividido harmonicamente por T e N , bem como a razédo
das distancias de F aos pontos N e M é igual a excentricidade da elipse.

b) Se a tangente e a normal citadas cortam o eixo n&o focal em T’ e N’ respectivamente,
mostre que o circulo MT’'N’ passa pelos focos F e F’.

7) (IME-78) Considere um cone de revolug&o de vértice V, altura h, tendo por base um
circulo de centro O e raio r. No plano da base desse cone toma-se um ponto A, a uma
distancia x do ponto O (x > r). Pelo segmento VA tragcam-se dois planos tangentes
contendo as geratrizes do cone VB e VC (B e C séo pontos das geratrizes, e pertencem
ao plano da base).

a) Calcule em fungao de x, de h e de r o comprimento BC, e as distancias dos pontos B e
C ao segmento VA.

b) Determine x de modo que o angulo dos dois planos VAB e VAC seja reto. Qual a
condicdo para que este problema tenha solugao?

8) (IME-78) Da-se uma semi-esfera cuja base € um circulo (C) de raio r. Corta-se a semi-
esfera por um plano © paralelo a base, o qual determina sobre a semi-esfera um circulo
(C 1) de raio x. Estabelecga a relagédo entre x e r para tornar possivel tragar sobre a semi-
esfera, trés circulos tangentes aos circulos (C) e (C1) e também tangentes entre si dois a
dois.

IME 1978/1979

Matematica |

1) (IME-79) Admita Y = (a, b, c) e seja a fung&o h: Y x Y — Y definida por:
h (a,a) =a h(b,a)=b h(c,a)=c

h(a,b)=a h(b,b)=c h(c,b)=a

h(a,c)=c h (b,c)=a h(c,c)=b

Considere uma f: Z — Y tal que:

f(0)=a

f(1)=b

evVvnme/Zf(n+m)=h(f(n), f(m)).
Sabe-se que Vne Z,f(3n) = a.
a) Determine ye Y, tal que h(y, f (62) ) = f (45).
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b) Encontre um Hc Z, tal que f (H) = {c}.

x-2 0 0 0 -x O
2) (IME-79) Dadas as matrizes: oA-| 3 -1 1 |eB=/-1 1 1|, determine x, sabendo
1 0 1+x 1 0 -1
que existe uma matriz inversivel P tal que A = P~'.B.P

3) Seja a equagdo x3 + px2 + gx + r + 0 cujas raizes sdo: a, b, c. Determine s, t e u, em
funcdo de p, q e r, para que a equacgao x® + sx?+ tx + u = 0 tenha raizes bc, ca e ab.

4) (IME-79) Considere a familia de curvas:

y(m) = mx?— (1 + 8m)x + 4(4m + 1).

Determine:

a) As coordenadas do ponto P, comum a todas essas curvas.

b) A curva da familia tal que a tangente no ponto de abscissa x = 1 tenha coeficiente angular
igual de 1.

5) (IME-79) Calcule fim (X_‘1) .

x—oo\ X +1

6) (IME-79) Determine os valores maximo e minimo de |z — 4|, sabendo-se que |z + 3i| < 1,
onde z € C.

7) (IME-79) Seja uma progressé&o aritmética de 1° termo a; = 0 e ultimo termo a+o tal que a1

# a0 # 0. Seja a progressao aritmética de 1° termo b1 = ai e ultimo termo by = ai . Calcule
1 10

a ~
b—5 em funcéo de a1 e aqo.
6

8) (IME-79) Um elevador com 7 pessoas parte do nadar térreo de um prédio e faz 4 paradas
em andares diferentes. Determinar de quantas maneiras diferentes, todas aquelas 7
pessoas podem desembarcar até 42 parada, inclusive.

Obs: Seja nj o numero de pessoas que desembarcam na i-ésima parada {i = 1, 2, 3, 4} :

4
Zni:7, niZO.

i=1

9) (IME-79) E dada a fungéo f : R — R tal que:

X+k

, se x=x1

3\/x2 -1
f(x)= 0, se x=1
-1, se x=-1

a) Se k = — 1, determine os pontos de descontinuidade de f.
b) Se k =0:

i) Determine as raizes de f'(x) = 0.

ii) Determine as Raizes de f’(x) = 0.
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iii) Faca o esbogo do grafico da fungdo em coordenadas ortonormais.

10) (IME-79) Determine a area da superficie finita entre as curvas de equagdo y = 16 — x*
ey=x*-5x2+4,

Matematica Il
1) (IME-79) Achar os valores de x que satisfazem a equag&o: =2 - 4x? =arcsen(cosx)

2) (IME-79) Seja uma circunferéncia (C) na qual esta inscrito um pentagono regular convexo
ABCDE (nesta ordem sobre (C) e no sentido trigonométrico). Considere M o ponto médio
do arco AE < 180° e P um ponto qualquer do mesmo arco:
a)SendoP =M, P=AeP %E, prove que

PA+PE+PC=PB+PD (1)
b) Se P coincidir com A, mostre o que acontece com a relagéo (1).
c) Se P coincidir com M, mostre que de (1) pode-se obter uma relagdo entre o raio da
circunferéncia ( C ) e os lados dos decagonos regulares inscritos convexo e estrelados.
Obs: As solugdes dos trés sub-itens acima séo independentes.

3) (IME-79) Seja (T) um triangulo ABC tal que C = 2A:

a) Calcule, em funcéo do cos A, as excentricidades da elipse e da hipérbole de focos A e B
e que passam por C.

b) Supondo-se existir (T), qual a relacdo de igualdade que devem satisfazer os lados AB,
BC, CA.

4) (IME-79) Dados um triangulo ABC de area S, prolongam-se seus lados C A, AB e BC:
CA, no sentido de C para A, até A’, tal que AA’ = k.CA;

AB, no sentido de A para B, até B’, tal que BB’ = k.AB;

BC, no sentido de B para C, até C’, tal que CC’ = k.BC.

Onde k € uma constante positiva. Sendo o triangulo A’ B’ C’ de area S’, determine k para
que S’ =19S.

5) (IME-79) Da-se num plano n um tridngulo equilatero ABC de lado a, a > 0, e tira-se por
A uma semi-reta AX perpendicular ao plano n. Seja V a extremidade do segmento AV de
comprimento a, situado nessa semi-reta:

a) Calcule o volume da piramide VABC e, caso a mesma admita um plano de simetria,
identifique-o.

b) Considere uma reta r do plano VBC paralela a reta BC, tal que o plano VBC e o plano
determinado por r e pelo ponto A sejam perpendiculares. Sejam D a intersegdo de r com
VB e E aintersecdo de r com V C. Calcule o volume da porcéo da piramide VABC que esta
compreendida entre os planos ABC e ADE.

6) (IME-79) Considere a familia de triangulos ABC onde BC = a, AB =c e AC =b. Os pontos
B e C sdo fixos e A varia de tal maneira que b — ¢ = k (constante).

a) Pede-se o lugar geométrico do ponto D, encontro da bissetriz inteira do angulo A com a
perpendicular baixada do vértice C aquela bissetriz.

b) Supondo o caso particular A = 60°, a =43 e b — ¢ = 4, calcule os valores em radianos
dos angulos B e C.
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7) (IME-79) Um cone de revolugdo de veértice V é seccionado por um plano que determinar
uma secéo parabdlica (P). Sejam respectivamente S e F o vértice e o foco de (P). Sdo
dados: VS =12 e SF = 3:

a) Determine a (adngulo do eixo do cone com sua geratriz).

b) Determine a area do segmento parabdlico compreendido entre a parabola e a corda focal
perpendicular ao seu eixo.

8) (IME-79) Sejam (C) uma superficie conica de revolugao, de vértice V, cujos semi-angulo
no vértice é 45° r uma reta paralela ao eixo de revolugao de (c) e n o plano passando por
V e perpendicular a r. A reta r atravessa o plano © em O. VO tem comprimento 2a, a > 0.
Seja ¢ a perpendicular comum a r e a geratriz g de (C); ¢/ cortagem A e rem B.

a) A’ sendo a projecao ortogonal de A sobre &, ache o lugar do ponto A’ quando g varia.
b) Identifique as retas /¢ situadas em um plano p paralelo a =. Examine o que ocorre quando

varia a distancia entre os planos © e p.
c) Mostre que os pontos A (quando g varia) pertencem a uma esfera (e) de centro (O).

IME 1979/1980

Matematica |
1) (IME-80) Seja um barco com 8 lugares, numerados como no diagrama seguinte:

1 3 5 7
2 4 6 8

Ha 8 remadores disponiveis para guarnecé-los, com as seguintes restricdes: Os remadores
A e B s6 podem se sentar no lado impar e o remador C, no lado par. Os remadores D, E,
F, G, H podem ocupar quaisquer posi¢cdes. Quantas configuragées podem ser obtidas com
o barco totalmente guarnecido?

2) (IME-80) Seja | = [- 1, 2] € R. Dé exemplo de uma fung¢ado continua em i tal que n&o
exista um ponto a €]- 1, 2[ que satisfaca a condigao:
f(x) — f(— 1) = 3f(a)

3) (IME-80) Determine o polindbmio f(x) de coeficientes racionais e do 7° grau, sabendo-se
que: f(x) + 1 é divisivel por (x — 1)* e que f (x) — 1 é divisivel por (x + 1)*.

4) (IME-80) Seja a sequéncia, real (xn), n =0,1,... tal que:
lim (xp —Xp_2)=0,N=2,3, ...
n—oo

Prove que lim (Mj =0.
n

n—oo

5) (IME-80) Resolva as equagdes:

x3—7x2-204x+1260=0 x3—15x2—-394x+840=0

Sabendo-se que a primeira tem uma raiz cujo valor é o triplo do valor de uma raiz da
segunda.
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6) (IME-80) Seja, paran=1, 2, 3, ... a cole¢do B(n) = { M | M = [m;] € matriz quadrada de

ordem n e |mj| = 1. (Note que B(2) tem 2* = 16 elementos). Prove que se M € B(n) entdo o
determinante de M € mdltiplode 2"~", paran=1, 2, 3,...

7) (IME-80) Seja f uma fungao real variavel real, ndo constante, continua, tal que existe uma
funcdo ¢, ¢: IR? - IR tal que f(x + y) = ¢(f(x), y), para todos x e y reais. Prove que f é
estritamente crescente ou estritamente decrescente.

n
8) (IME-80) Prove que: n®=>"a;, onde ai=(n—1)n + 2i — 1.
i=1

9) (IME-80) Um velho manuscrito descrevia a localizagdo de um tesouro enterrado: Ha
somente duas arvores, A e B, em um terreno plano, e um canteiro de tomates. A é uma
mangueira, e B uma jaboticabeira. A parti do centro k do canteiro, mega a distancia em linha
reta até a mangueira. Vire 90° a esquerda e percorra a mesma distancia até o ponto de C.
Volte ao canteiro. Meca a distancia em linha reta até a jaboticabeira. Vire 90° a direita e
percorra a mesma distancia até o ponto D. O tesouro esta no ponto médio T do segmento
C D. Um aventureiro achou o manuscrito, identificou as arvores mas, como o canteiro
desaparecera com passar do tempo, ndo conseguiu localiza-lo, e desistiu da busca. O aluno
Sa Bido, do IME, nas mesmas condigdes, diz que seria capaz de localizar o tesouro. Mostre
como vocé resolveria 0 problema, isto €, dé as coordenadas de T em funcédo das
coordenadas de A = (5,3) e B = (8,2).

10) (IME-80) Por um ponto M qualquer de uma hipérbole (h), traga-se uma paralela a uma
assintota (a) de (h): esta paralela encontra uma diretriz (d) de (h) em D. Sendo F o foco de
(h) correspondente a diretriz (d), mostre que:

MD = MF

Matematica Il

1) (IME-80) Seja ABC um triangulo no qual se supde que a mediana AM & tal que o
triangulo ABM é semelhante ao triangulo ABC.

a) Calcule a razdo de semelhancga, e determine o lugar geométrico do vértice B supondo
A e C fixos.

b) Mostre que o circulo que passa pelos pontos A, C e M tangencia a reta AB.

2) (IME-80) Sao dados um circulo (c) de centro K, raio R e um ponto fixo A, tal que 0 < AK
< R. Por A tragam-se duas semirretas (d) e (d’): (d) corta a circunferéncia de (c)em M e
(d’) em N. M e N se deslocam ao longo da circunferéncia de (c) de modo que AM e AN
sédo sempre perpendiculares. Ache o lugar geométrico do ponto médio | do segmento MN.

3) (IME-80) Dao-se duas circunferéncias de raios 8 e 3, tangentes internas. Pelo ponto T
de contato se traga a tangente comum e sobre ela se toma uma disténcia TA = 6. Seja (s)
uma secante aos circulos que passa por A. (s) faz com TA um angulo a (o # 0), e corta a
circunferéncia maior nos pontos D e E e a menor nos pontos P e Q. Calcule oo de modo
que DE =2 PQ.
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4) (IME-80) Sao dadas duas esferas (e1) de centro O4 e raio 3, e (e2) de centro O2 e raio
9. O dista de O2 de 20. Essas esferas sao focais de uma sec¢ao elitica (E) de um cone de
revolugéo. Determine a excentricidade e a disténcia focal de (E).

OBS: Esferas focais de uma sec¢&o s&o esferas inscritas num cone que tangenciam o
plano secéo.

5) (IME-80) Um quadrilatero reverso ABCD é constituido pela justaposigao de dois
tridangulos isésceles ABC e BCD (AB = AC e DB = DC) cujos planos sao perpendiculares e
cujas alturas medem respectivamente 6 e 643 . A base comum dos dois triangulos é BC =
8. Projeta-se ortogonalmente o quadrilatero ABCD sobre um plano de modo que a
projecéo seja um paralelogramo (P). Como deve ser feita a projecao e qual é a area do
paralelogramo (P)?

6) (IME-80) Da-se um paralelogramo ABCD num plano © e um outro EFGH num plano 7’
de modo que se obtém um paralelepipedo (P) de vértices A, B, C, D, E, F, G e H, obliquo,
com todas as arestas de comprimento a. O plano que contém os pontos A, E e F forma
com © um angulo de 60° e AEF = 120°. Calcular em fung¢do de a e do angulo FEH =6 o
volume de (P).

7) (IME-80) Da-se um hexagono de lado ¢ num plano &, € num plano =’ paralelo a w, um
tridangulo equilatero de lado ¢, numa posigao tal que cada altura do triangulo é paralela a
uma diagonal maior do hexagono. Os baricentros do hexagono e do tridngulo estdo na
mesma perpendicular comum aos seus planos. A distancia entre t e 7’ € /. D&, em funcao
de /, o volume do solido que se obtém, quando se liga cada vértice do tridngulo aos trés
vértices mais préximos do hexagono.

8) (IME-80) Determine x na equagao

Larctgx = arctg 1=%
2 J J 1+x

9) (IME-80) Sejam /4, /s € /10 0s lados do quadrado, do hexagono e do decagono

regulares, inscritos todos no mesmo circulo (C). Com esses trés lados, constroem-se um
triangulo ABC, ndo inscrito em (C), tal que BC = /4, AC = /s e AB = /10. Pede-se calcular o

angulo A do triangulo ABC.

IME 1980/1981

Matematica |
1) (IME-81) Dada a funcéo f: IR — IR definida como

f(x)= -1 x%0
3
X X

f(x)=1,x=0
determine os valores de m para os quais o grafico de f admite tangente paralela aretay =
mX.
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x2 —hx +1
—_— <

2) (IME-81) Determine os valores de h, de modo que a desigualdade -3 < 3

X< +x+1
seja valida para qualquer x real.

3) (IME-81) Dados dois triangulos equilateros ABC e A’'BC traga-se por A’ uma reta
qualquer que encontra os lados AC e AB, ou os seus prolongamentos, nos pontos D e E,
respectivamente. Determine o lugar geométrico dos pontos de encontro das retas BD e
CE.

4) (IME-81) Mostre que nao existem matrizes quadradas A e B, que verifiquem AB — BA =
I, onde | é a matriz identidade de uma ordem n qualquer.

5) (IME-81) Mostre que o numero 4444...44 8888...889 € um quadrado perfeito.

n vezes (n-1) vezes

6) (IME-81) O professor Sah Bido quer oferecer jantares para 3 alunos de cada vez. O
professor tem 7 alunos e quer oferecer 7 jantares, com a restricdo de que um mesmo par
de alunos n&o pode ser convidado para mais de um jantar, isto é, se os alunos A,Be C
comparecerem a um jantar, entdo a presenga do aluno A, por exemplo, em outro jantar,
impedira a presencga de C ou de B, neste jantar. Chamando-se de programa a um
conjunto de 7 jantares nas condigdes especificadas, pergunta-se: quantos programas
diferentes poderao ser formados?

7) (IME-81) A populagdo de um pais, no ano t, t 2 1860, é dada, aproximadamente, por:

N(t') = LH ,ondet =t - 1860;

1+e @
L, A, a sdo constantes reais e 10%x N(t') € o nimero de habitantes.
a) Calcule a populagéo do pais no ano 2000, sabendo-se que em 1860, ele tinha 15
milhdées de habitantes, em 1895, 18 milhdes de habitantes e em 1930, 20 milhdes de
habitantes.
Notacado: e é a base do sistema de logaritmos neperianos.
b) Ao longo do tempo, a populagéo tendera a um numero finito de habitantes? Justifique
sua resposta.

8) (IME-81) Seja C o conjunto dos numeros complexos e seja h € C. Diz-se que um ponto
h € um ponto de Hurwitz se |h| = 1 e, para todo nimero natural n, h"*' = 1. Prove que o

ponto z = ? € um ponto de Hurwitz.
+1i

9) (IME-81) Prove a seguinte identidade:
( n+1 j: Z(n_kI:J ,onde n e m sdo inteiros positivos e {nj _n paran>me (:J =0

2m+1) Flom m :(n—mﬂm!

paran<m.

10) (IME-81) Seja M = (m;) uma matriz quadrada real nxn de termos positivos. Define-se o
‘permanente de M” como permM = My, )My (2).-Mymy ONde S € o conjunto das
S
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12 3
permutacodes (t(1), t(2), ..., t(n)) de {1, 2, ..., n}. A matriz {4 5 6| tem, por exemplo, como
7809
permanente 1x5x9 + 4x8x3 + 2x6x7 + 3x5x7 + 2x4x9 + 1x6x8. Seja a matriz nxn, H (hj)

onde h;j =i(j + 1). Calcule o permanente de H.

Matematica Il

1) (IME-81) Seja (c) um circulo de raio r, distante h de um plano (rn), | o tragco nesse plano
do eixo (A) do circulo (isto €, a perpendicular ao plano de (c) pelo centro de (c)), e P um
ponto fixo de (r) distante h de I. Liga-se P a um ponto M, movel, que percorre toda a
circunferéncia de (c), e define-se um plano (o) variavel, normal a (rt), que contera sempre
PM. Na intersegéo de (o) com (17) existem dois pontos distantes h/3 de M. Seja A aquele
cuja distancia a P é a maior. Determine:

a) o lugar geométrico de A quando M percorre toda a circunferéncia de (c);

b) o maximo valor de IA.

2) (IME-81) Dada uma piramide hexagonal regular de vértice V e base ABCDEF, de lado
da base igual a b e altura igual a %, traca-se o plano perpendicular a aresta VB no ponto

M, tal que este plano contenha os vértices A e C. Determine, para a piramide de vértice M
e base ABC, assim formada:

a) o comprimento da aresta AM,;

b) o volume.

3) (IME-81) Sejam /9 o lado do eneagono regular convexo, /9* e l9** 0s lados dos
eneagonos estrelados (/9* < l9**), todos inscritos em um circulo de raio r. Mostre que: /9

= fg** — fg*,

4) (IME-81) Determine todos os valores de x, y e z, situados no intervalo fechado [0, ],
satisfazendo ao sistema:

cosx+cos2y=0

cosy+cos2z=0

cosz+cos2x=0

5) (IME-81) Um angulo a de grandeza constante, situado em um plano (r), gira em torno
de seu vértice A, que é fixo, permanecendo no plano (n). De um ponto B, fixo, no plano
(w), tiram-se perpendiculares BC e BD aos lados do angulo o.. Determine o lugar
geomeétrico dos pontos C e D. Mostre que CD tem comprimento constante e determine o
lugar geométrico do ponto médio de CD.

6) (IME-81) Uma esfera (€) de raio r e centro O tangencia um plano () em M. Sobre a reta
OM, no mesmo semi-espago determinado pelo plano (x) em que se acha a esfera (g),
marca-se um ponto V tal que VO = x > r, e tragcam-se 3 retas, partindo de V, que
tangenciam a esfera em A, B e C, sendo AVB = BVC= CVA = 1i/2. Calcule x em fungéo de
r e determine, também em fungéo de r, as dimensdes da calota seccionada na esfera pelo
plano VAB (isto é: o raio da base da calota e sua altura).
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7) (IME-81) Da-se uma elipse de vértices A1 e Az, definida por: A1 A2 = 2a (eixo focal),
B1B2 = 2b (eixo nado focal). Sejam F1 e F2 os focos da elipse, e uma tangente a elipse em
um ponto M qualquer (M = A1 e M = Az). Esta tangente é cortada nos pontos T1 e T2
respectivamente pelas tangentes a elipse nos vértices A1 e A>. Mostre que o quadrilatero
T4F1F2T2 é inscritivel e que o produto A1T1.A2T2 é constante.

8) (IME-81) Dado o triangulo escaleno ABC, sejam respectivamente D, E, F os pontos de
contato do circulo inscrito ao triangulo ABC, com os lados BC, AC e AB. Mostre que os
triangulos ABC e DEF nado sdo semelhantes, e estabeleca a relagéo % em funcao de

sen B/2 e sen C/2.
9) (IME-81) Considere a sucess&o Pn, pn, P2n, p2n, Pan, pan, Pan, psn ... (1) na qual Px € o

semiperimetro do poligono regular de K lados circunscrito ao circulo unitario, e px € o
semiperimetro do poligono regular de K lados inscrito no mesmo circulo.

a) usando a figura ao lado, estabeleca a formula P,, = —Pzpipp”
c F E G " %
ol _ D\
0

b) calcule o limite da sucesséao (1)

10) (IME-81) Calcule os eixos e a excentricidade da cbnica, segdo por um plano (r) em
um cone de revolugao (I'), de vértice V, sabendo-se:

a) a excentricidade da secgé&o por (n) € a maior possivel para o cone ([);

2) V dista de (=) 6 unidades de comprimento.

3) (I') é tal que a seg¢ado por um plano perpendicular a uma geratriz € uma hipérbole
equilatera.

IME 1981/1982

Matematica |

1) (IME-82) a) Seja a funcgao:

y =mx%—(1+8m)x +4(4m + 1)

onde m € um numero dado, mas variavel. Mostre que todas as curvas representativas da
funcdo passam por um ponto A fixo e que sdo todas tangentes entre si, neste ponto. Calcule
as coordenadas do ponto A e dé a equagao da tangente comum.

b) Determine os dois valores de m para os quais a razao entre as raizes da equacgao:
mx2— (1 +8m)x +4(4m+1)=0

. 1
éiguala - —
9 4
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2) (IME-82) Seja M, (R) o conjunto de matrizes quadradas de ordem n, de coeficientes reais.
Define-se a funcao,
Y:My(R)XMy (R) > Mn(R)
¥Y(A,B)=AB-BA
Calcule:
Y(¥(A,B),C) + ¥(¥(B,C), A) + ¥(¥(C,A), B)

3) (IME-82) Dado o numero m = 24 x 32 x 52, determine quantos nimeros inteiros positivos
nao maiores que m sao primos relativos com m.

4) (IME-82) Calcule o coeficiente do termo em x3, no desenvolvimento de:
(2x — 3)*(x + 2)°.

5) (IME-82) Seja a fungao f definida, no conjunto dos pares, por:

1, para Xx<-2
cosn—x, para —-1<x<0
f(x) = 2
(X) = —2X
e ", para 0O0<x<1

1
-, para X >1
X

a) Determine o dominio e a imagem de f.

b) Determine os pontos de descontinuidade e os pontos onde f ndo é derivavel.

c) Determine os intervalos em que f & crescente e os intervalos em que f € decrescente.

d) Determine os pontos e os valores de maximo e minimo de f. Calcule o supremo e o
infimo  daimagem de f.

6) (IME-82) Determine as equagdes de uma circunferéncia com centro no ponto (— 2, 2) e
tangente a circunferéncia:
X2+y2—2x—-4y+4=0

7) (IME-82) a) O quadrado de qualquer numero par 2n pode ser expresso como a soma de
n termos, em progressao aritmética. Determine o primeiro termo e a razdo desta
progressao.

b) Trés progressdes geométricas tém mesma razéo q e primeiros termos diferentes a, b, c.
A soma dos n primeiros termos da primeira € igual a soma dos 2n primeiros termos da
segunda e igual a soma dos 3n primeiros termos da terceira.

Determine a relagao que liga as razdes b e ¢ em funcdo somente de a, b e c.
a a

8) (IME-82) Deseja-se transmitir sinais luminosos de um farol, representado pela figura
abaixo. Em cada um dos seis pontos de luz do farol existente uma lampada branca e uma
vermelha. Sabe-se que em cada ponto de luz ndo pode haver mais que uma lampada acesa
e que pelo menos de luz devem ficar iluminados. Determine o numero total de configuragdes
que podem ser obtidas.
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Matematica Il
1) (IME-82) Sejam duas retas paralelas (r) e (s), e um segmento AB (A pertencente a (r) e

B pertencente a (s)), perpendicular a ambas. Sobre (r) e (s), e a direita de AB, marcam-se
—2
os pontos C e D, tais que ACBD = %. Tomando-se C e D como centros, tracam-se o0s

circulos (c) e (d) tangentes a AB.

a) Sendo O o meio de AB, mostre que o triangulo COD é retangulo e que (c) e (d) sao
tangentes entre si em um ponto M, cujo lugar geométrico € pedido.

2) Prolongando-se AM até B’, pertencente a (s), e BM até A’, pertencente a (r), calcule
AC, tal que AA’ + BB’= 4AB.

2) (IME-82) Dado um retédngulo ABCD, de lados a e b, divide-se a diagonal BD em n
segmentos iguais, marcando-se os pontos M1, Mz, . . ., Mh-1(na ordem B, M4, My, . . ., My
-1, D). Estabelecga a expresséo geral dos segmentos CMk =/, k=1,2, ...,n— 1, em

funcdo de a, b, n e k.

3) (IME-82) Considera-se um quadrado ABCD pertencente a um plano (11). Tragam-se
pelos quatro veértices perpendiculares ao plano (). Sobre o prolongamento de DA (no
sentido de D para A), marca-se a partir de A um segmento Al igual a a e sobre o
prolongamento de CB (no sentido de CB), marca-se a partir de B um segmento BJ igual a
b, tal que a > b. Um plano qualquer, passando por |J, corta as perpendiculares ao plano
(m), formando um quadrilatero A1B1C1D1 (A1 correspondendoa A, BiaB,C1aCeD1a

D).
a) Determine a natureza do quadrilatero A1B1C1D1 e estabeleca a relag&o existente entre
~ _ AA, _BB;
as razbes — e -
a

b) Supondo as razdes iguais a k e AB igual a unidade, calcule os lados e as diagonais do
quadrilatero em funcédo de k, a e b.

4) (IME-82) Seja (T) um tridngulo retangulo em A, sendo os outros vértices B e C.

a) Da-se arazédo m= %p, onde a € a hipotenusa e p o semiperimetro. Indique entre que
valores m pode variar para que o problema tenha solugéo,e calcule B e C em funcéo de
m.

3
b) Sdo dados a hipotenusa a de (T) e volume V = % , gerado quando (T) gira em torno

da hipotenusa. Calcule B e C em graus ou o valor numérico de uma de suas linhas
trigonométricas.

5) (IME-82) a) Seja (d) a diretriz e F o foco de uma parabola. Seja MM’ uma corda focal
qualquer. Mostre que as tangentes em M e M’ se encontram em P, pertencente a (d) e
que a reta PF é perpendicular a MM’.

b) Sejam uma elipse (e) e uma hipérbole (h) tendo os mesmos focos e 0 mesmo eixo ndo
focal. Estabeleca a relacdo na forma f (g, €') = 0, sendo € e € as excentricidades de (e) e
(h), respectivamente.
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6) (IME-82) Em um plano (=) da-se uma circunferéncia (c) de centro O e raio r. Por um
ponto A pertencente a (c), tira-se a perpendicular a (x) e marca-se AV = x, V acima de (n).
a) Seja BD um diametro de (c): mostre que no tetraedro VABD os trés pares de retas que
ligam os meios das arestas opostas concorrem em um ponto, ponto esse que permanece
fixo quando BD gira em torno de O.

b) Mostre que as arestas opostas de VABD sao perpendiculares duas a duas.

c) Ache o lugar geométrico do pé da altura tirada de V no tridngulo VBD, quando BD gira
em torno de O.

d) Determine o centro e o raio da esfera circunscrita ao tetraedro VABD em fungcédo der e
X.

7) (IME-82) Sejam (k) e (k’) os circulos das bases e O o centro do cilindro de raio R e
altura h. No circulo (k), inscreve-se um triangulo equilatero ABC. Um ponto A,
pertencente ao circulo (k’), projeta-se paralelamente ao eixo do cilindro, em um ponto D
do arco de (k) que subentende BC. Determine a posigao de A’ para que area do tridngulo
A’BC seja maxima, e nessa posi¢céo de A’ calcule a distancia de O (centro do cilindro) ao
plano de A'BC.

8) (IME-82) Por um ponto C, ponto médio de um arco AB qualquer, de uma circunferéncia
(k) de centro O (arco AB < 180°), traga-se a corda CDE, paralela ao raio AO (D
intersessdo de CDE com AB e E pertence a (k)). Determine o valor do angulo AOB
(definido pelo valor numeérico de alguma de suas linhas trigonométricas), para que o ponto
D seja o ponto médio de CE.

IME 1982/1983

Matematica |

1) (IME-83) Determine a equacao, identificando a sua natureza, do lugar geométrico de um
ponto que se desloca de tal forma que o quadrado de sua distancia ao ponto (1, 1) é
proporcional a sua distanciaaretax+y =0

2) (IME-83) Dada a equagéo 2mx? —3m —2 =0, onde me R:

a) Determine m tal que uma raiz seja nula; calcula a outra raiz.

b) Mostre que a equagao dada tem sempre duas raizes distintas.

c) Determine m para que uma raiz seja inferior a 1 e a outra seja superior a 1.

3) (IME-83) Seja F o conjunto das fun¢des de R em R que satisfazem f (xy) = f (x) + f (y).
Dados f € F e a € R define-se a fungcéo ga: R—>R tal que ga (x) = f (ax) — f (x).

a) Mostre que f (1) =0, Vf e F.

b) Mostre que Va € R, ga € fungéo constante.

Obs: Para o item (b), desenvolver ga (xy) e leve em conta o item (a).

4) (IME-83) Determine o polindmio p(x) do 4° grau, sabendo que p”(x) = ax? + bx + c e que
p(x) & divisivel por p” (x).

5) (IME-83) Dada a fungdo y: R — R definida pory = ¥x3 +3x%2 -4.
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a) Estude a sua variagao quanto a: continuidade, crescimento, assintota e pontos notaveis,
inclusive o ponto em que a curva corta a assintota.

b) Faga o esbogo do grafico da curva representativa da fungao.

Obs: Para determinagao da assintota € conveniente colocar x em evidéncia para fora do
radical e desenvolver a fungao pelo binbmio de Newton.

6) (IME-83) Uma rua possui um estacionamento em fila com N vagas demarcadas junto ao
meio-fio de um dos lados. N automéveis, numerados de 1 a N, devem ser acomodados,
sucessivamente, pela ordem numeérica no estacionamento. Cada carro deve justapor-se a
um carro ja estacionado, ou seja, uma vez estacionado o carro 1 em qualquer uma das
vagas, o0s seguintes se vao colocando imediatamente a frente do carro mais recuado.
Quantas configuragdes distintas podem ser obtidas desta maneira? A figura abaixo mostra
uma das disposicdes possiveis.

N BN BRI

7) (IME-83) Considere a funcéo f definida nos reais por
fx)=(x=1)In|x=1]-xInx:
a) Dé seu dominio e calcule lim f(x).

X—>00
b) Dada a fungéo g definida nos reais por
_Jf(x) se xe{01}
g(x)_{ 0 se xe{01

verifique se g é continua em x = 1 e se é derivavel neste ponto.

8) (IME-83) Seja um determinante definido por

2 1 1 1 .. 1 1
-1 2 0 0 .. 0 O
A1=|1|eAn:0 -1 2 0 .. 0 O
0O 0 -1 2 0 0
o 0 0 0 .. -1 2

a) Pede-se a férmula de recorréncia (isto €, a relacédo entre An e An-1).
b) Calcule a expresséo de A, em fungéo de n.

9) (IME-83) Seja m um inteiro positivo. Define-se uma relagao 0m por Ry ={(i, j)| i =] + km,
k inteiro}.
Mostre que 6m € uma relagcédo de equivaléncia.

10) (IME-83) Seja S, =) a, onde os an sdo complexos. Os mddulos dos an estdo em
1

progressao geometrica. Os argumentos dos an estdo em progressao aritmética. Sdo dados:
ay =135(J/3 +i)
i3 -1
2

ay
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Calcula-se o lim S,,.

n—o

Matematica Il

1) (IME-83) Mostre que o lado do icosagono regular convexo é igual a diferenga, dividida
por /2, entre o lado do decagono regular estrelado e o lado do pentagono regular convexo.
Todos os trés poligonos est&o inscritos em um mesmo circulo de raio r.

2) (IME-83) Dada a equacao

cos[Zx + %j —m.sen?x =0 ,

determine a condigcéo a que deve satisfazer m para que ela tenha pelo menos uma solugao
Xo, tal que < xo < 2m.

3) (IME-83) Consideram-se todos os pares de pontos do espago M, M, tais que angulo
MOM’ = 90°, sendo O um ponto fixo dado.

a) Qual o lugar geométrico de M’, sendo M e M’ variaveis, porém fixo o ponto médio |, de
MM’?

b) Considere outro ponto fixo O’, tal que também MO’M’ = 90°. O ponto M sendo fixo,
obtenha o lugar geométrico de M’.

4) (IME-83) Em um triangulo ABC d&o-se o angulo A, o raio do circulo ex-inscrito ra (relativo
ao angulo A) e a altura ha (relativa ao lado a).

a) Indique a construg&o do triangulo ABC e conclua dai a condigdo que deve haver entre
os elementos dados para que a construgéo seja possivel, isto €, para que exista o triangulo
ABC, escaleno.

b) Deduza as expressodes de a, b.c e de b + ¢, em fungao dos elementos dados.

5) (IME-83) E dada uma elipse de eixo focal 2a e excentricidade igual a v2/3. Essa elipse

€ segao de um cone de revolugao: o dngulo que o plano da elipse forma com o eixo do cone
€ B = 45°. Pede-se, em fungao de a, a distancia do vértice V do cone ao plano da elipse.

6) (IME-83) Sdo dados duas superficies conicas de revolugédo, congruentes e de eixos
paralelos. Seccionam-se essas duas superficies por dois planos © e ©’ perpendiculares ao
eixo de revolugado, passando cada qual pelo vértice de uma das superficies. Designam-se
por (c) e (c’) os cones resultantes situados entre dois planos. Seja h a disténcia entre © e
n’. Cortam-se (c) e (c’) por um terceiro plano o, paralelo a & e ©’, a uma disténcia variavel x
de m.

a) Mostre que a soma dos perimetros das segdes (k) e (k’), determinadas por o em (c) e
(c’) é constante.

b) Determine x de forma que a soma das areas das duas sec¢des (k) e (k’) seja igual ao
produto de um numero real m pela area base de um dos cones (c) ou (c’). Entre que valores
podera variar m?

7) (IME-83) Dados dois circulos externos de raios distintos, mostre que o conjunto de
secante que determinam em ambos cordas iguais, € tal que, cada uma dessas secantes &
tangente a uma parabola, que se pede identificar.
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8) (IME-83) Uma pirdmide de vértice v e base ABCD constitui a metade de um octaedro
regular de aresta a.

a) Determine em fungéo de a, os raios das esferas medial (esfera que passa pelos pontos
meédios das arestas deste poliedro), circunscrita e inscrita.

b) Marcam-se sobre VA e VB os segmentos VA’ = VB’ = x ; marcam-se sobre VC e VD os
segmentos VC’ = VD’ = y; Supde-se que x e y variam sob a condigao de x + y = a. Determine
x e y, em fungdo de a, de forma que a area do quadrilatero A’ B’ C’' D’ seja igual a a%/4.

IME 1983/1984

Matematica |
1) (IME-84) Seja log a o logaritmo decimal de a e logs a o logaritmo de a base 3. Sdo dados:
log 2 = aelog 3 = 3. Calcula em fungdo de a e 3 os valores de log N e log3 N onde

N = 24343845
¥2

2) (IME-84) Determine o polindmio p(x) = x* + ax3 + bx? + cx + d tal que p (x) = p(1 —x), p(0)
=0ep(-1)=6.

3) (IME-84) Quais as relagbes entre os coeficientes reais a, b, ¢, d da equagdo X? + 2(a +
ib)x + ¢c +id =0 de modo que ela seja satisfeita para um valor real x = k?
Obs: i2 = -1

4) (IME-84) Determine os valores de m para os quais as quatro raizes da equagéao
biquadrada x* —(3m + 5)x2 + (m + 1) = 0 sejam reais e estejam em progressao aritmética.

5) (IME-84) Determine a soma de todos os numeros inteiros que sdo obtidos permutando-
se, sem repeticdo, os algarismos 1, 2, 3,4 e 5.

n
6) (IME-84) Seja o desenvolvimento (%X+§] onde n é um inteiro positivo. Determine n

sabendo-se que maior dos coeficientes é o do termo em x" 9.

7) (IME-84) Sao dadas duas retas paralelas r e r e um ponto O. Determine o lugar
geomeétrico dos pés das perpendiculares baixadas de O aos segmentos da reta AA, vistos
de O sob um angulo reto e tais que A pertence a r e A pertence a r . Sabe-se que:
Distanciade O ar:d.
Distanciade O ar: p.
Distanciaderar:p—d.

X2
8) (IME-84) Dada a fungo definida nos reais por y = e x*-1
a) Estude a sua variagdo quanto a: continuidade e possivel simetria de sua representacao,
crescimento ou decrescimento, extremos, inflexdes e assintotas.
b) Faga o esbogo grafico da curva representativa da fungao.
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9) (IME-84) Seja D o determinante da matrix A = [a;j] de ordem n, tal que aj =i — j. Mostre
que:
D=(=1)""".(n-1).2"-2

10) (IME-84) Dada a matriz M = (m;)
1

—_

1
M — 0
11
11
e o conjunto A = {a1, az, as, as}, define-se em A uma relagéo R por:
aiRa & mj=1
Verifique se R é uma relagido de equivaléncia.

10
0 1
10
11

Matematica Il

1) (IME-84) Um tridngulo equilatero ABC, de lado a, gira em torno de um eixo XX’ de seu
plano, passando por A sem atravessar o triangulo. Sendo S a area total da superficie gerada
pelo tridngulo e designado por 6 o angulo X AB, pede-se determinar os valores de 0 para
que:

a) S seja maximo.

b) S seja minimo.

c) S = 3naZ.

Descreva o solido obtido em cada um dos trés casos.

2) (IME-84) a) S&o dados dois circulos C(O,r) e C'(O’, r'), um ponto fixo A sobre C e um
ponto fixo A’ sobre C’. Tragam-se cordas paralelas AB e A’ B’ nos circulos C e C,
respectivamente. Determine e diregdo destas cordas para que o produto AB.A'B’ seja
maximo.

A

P

l" _FO .'II

J

- ] |"‘ O ’ .I',
4

b) Dar-se um triangulo ABC. De um ponto P variavel (e ndo pertencente as retas suportes
dos lados do tridngulo) tragam-se retas PB e PC. Sejam L e M os pés das perpendiculares
de A a estas retas. Com a variacdo de P, o comprimento LM também varia. Qual o
comprimento maximo de LM?

Obs: Para resolver este item ndo € necessario determinar a posi¢céo de P, correspondente
a este maximo de LM.
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3) (IME-84) Sejam ¥ o lado de um poligono regular de n lados, r e R, respectivamente, os
raios dos circulos inscritos e circunscritos a este poligono. Prove que

r+R =£cot£
2 2n

4) (IME-84) Um paralelepipedo tem a base ABCD sobre um plano horizontal e as arestas
verticais sdo AA’, BB’, CC’ e DD’. As trés arestas concorrentes AB =a, sendoa>b >c. Um
plano secante corta a aresta AB em seu ponto médio M, a aresta BB’ no ponto N, tal que
% =% e a aresta B'C’ em P, tal que B’P = x, com 0 < x < b. Pede-se estudar a forma das
secoOes obtidas pelo plano secante m M N P no paralelepipedo, quando a distancia x varia

nas condi¢cdes dadas.

5) (IME-84) Dao-se um circulo (c), de centro O, e trés dire¢ao di1, d2> e daz. Inscreva em (c)
os tridangulos cujos lados AB, BC e CA tém, respectivamente, as direcbes d+, d2 e dz e cujas
vértices A, B e C se sucedem no circulo (c), no sentido do movimento dos ponteiros do
relogio.

."‘v'.’v d 2

6) (IME-84) Dao-se um quadrado de vértices A, B, C e D e o seu centro O. Mostre que os
incentros dos tridngulos, cujos vértices sao cada 3 pontos n&o colineares deste conjunto de
5 pontos, sdo vértices de um poligono regular convexo e calcule, em fun¢do do lado £ do
quadrado, o raio do circulo no qual esta inscrito o poligono.

7) (IME-84) a) Sdo dados um cone de revolugdo de vértice V, cuja geratriz faz com o eixo
do cone um angulo 3 e uma elipse de semieixos a e b.

(1)  Mostre que esta elipse pode ser sempre obtida como se¢ao plana do cone dado.
(2) Sendo AB o trago do plano secante com o plano meridiano AV B, que lhe é
perpendicular, demonstre a relagdo V A. V B = b? cossec? .

b) Em uma hipérbole (h) sdo dados: um foco F, uma assintota (¥) e uma tangente (t). Pede-

se determinar graficamente o outro foco, a outra assintota e os comprimentos dos eixos,
justificando a construgao executada.
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8) (IME-84) a) Seja ABCD um quadrilatero convexo tal que os dois pares de lados opostos
nao s&o paralelos; AB encontra CD em E e AD encontra BC em F. Sejam L, M e N os pontos
meédios dos segmentos AC, BD e EF, respectivamente. Prove que L, M e N s&o colineares.
b) Da-se um quadrilatero convexo inscritivel em circulo, cujos lados sdo cordas deste
circulo e de comprimentos a, b, c e d e que se sucedem na ordem a, b, c, d.

(1)  Calcule, em funcéo de a, b, ¢, d os comprimentos das diagonais x e y.

(2)  Permutando a ordem de sucesséo das cordas, deduza, com auxilio de figuras, se as
diagonais dos novos quadrilateros obtidos tém comprimentos diferentes de x e de y.

(3) Sabendo-se que a area de um quadrilatero inscritivel € S=\/(p—a)(p-b)(p-c)p-d) e
supondo que o quadrilatero, além de inscritivel também €& circunscritivel, mostre que a
férmula de sua area reduz a S = Jabcd .

9) (IME-84) Determine os angulos de um triangulo, dados o perimetro 2,, o lado a e a altura
correspondente ao lado a, ha.

10) (IME-84) Determine o lugar geométrico do vértice V de um triedro cujas faces medem
60° cada e cujas arestas tangenciam uma esfera (e) dada, de raio r e centro O.

11) (IME-84) Numa circunferéncia s&o dadas uma corda fixa AB, igual ao lado do triangulo
equilatero inscrito e uma corda movel C D, de comprimento constante e igual ao lado do
dodecagono regular convexo inscrito. As duas cordas sdo os lados opostos de um
quadrilatero convexo inscrito ABCD. Determine o lugar geométrico do ponto de encontro
dos outros dois lados, especificando a delimitagao deste lugar.

12) (IME-84) Obtenha uma relagéo entre a, b e c, eliminando x entre as duas equagdes
abaixo:

1
asenx—bcosx= Ecsean

acos x + b sen x =c cos 2x
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Matematica |
1) (IME-85) Sejam asfungaes:z_“” V=Xt NN
V1+x2 —\1-x?

Mostre que no subconjunto dos reais onde as fun¢des sao definidas: % = 52
X

2) (IME-85) Encontre o valor de k£ para que a reta determinada pelos pontos A4(0,3) e

B(5,-2) sejatangente a curva y=L1 para x # —1.
X+

3) (IME-85) Determine o valor de b tal que lim > log, 5™ =4, onde P = pihz
X—>00 =0

4) (IME-85) Seja 4 uma relacao definida sobre os reais, contendo os pontos pertencentes

X . . N
asretas y= 5 e y =2x. Determine os pontos que necessariamente devem pertencer a A4

para que A4 seja transitiva.

5) (IME-85) Sejam Z, e Z, complexos de raios vetores OF, e OP,, respectivamente. Mostre
que OF, e OP, sao perpendiculares se, e somente se, ZIZ_2 € um imaginario puro.

6) (IME-85) Sabe-se que as raizes do polinbmio abaixo sao todas reais e distintas:
f(x)=ax"+...+ax+a,,

onde a, € R, n=0,,...,n;a, #0.

Mostre que a derivada f'(x) possui também todas as suas raizes reais e distintas.

7) (IME-85) Seja a sequéncia {v, }, n =1,2,..., definida a partir de seus dois primeiros termos
v, € v, e pela formula geral: V, =6v, , -9v, ,, para n>2.

Define-se uma nova sequéncia: {u} n=12,... pelaférmula v, =3"u,

(A) Calcule u, —u, , em funcéo de u, e u,

(B) Calcule u, e v, em fungdo de n, v, e v,.

(C) Identifique a natureza das sequéncias {v,} e {«,} quando v, =1 e v, :%.

8) (IME-85) Dois clubes do Rio de Janeiro participaram de um campeonato nacional de
futebol de saldo onde cada vitdria valia um ponto, cada empate meio ponto e cada derrota
zero ponto. Sabendo que cada participante enfrentou todos os outros apenas uma vez, que
os clubes do Rio de Janeiro totalizaram, em conjunto, oito pontos e que cada um dos outros
clubes alcangou a mesma quantidade de pontos, determine a quantidade de clubes que
participou do torneio.
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9) (IME-85) Um exame de Vestibular se constitui de 10 provas distintas, 3 das quais da area
de Matematica. Determine de quantas formas € possivel programar a sequéncia das 10
provas, de maneira que duas provas da area de Matematica n&o se sucedam.

10) (IME-85) Uma reta m, passa pelo ponto fixo PA(-1;3) e intercepta a reta
m, :3x+2y—-6=0 noponto 4 eareta m,:y—-3=0 no ponto B.Determinar a equacdo do
lugar geomeétrico do ponto médio do segmento retilineo 4B a medida que a reta m, gira
em torno do ponto P,.

Matematica Il

1) (IME-85) Da-se um triangulo retangulo isésceles de catetos 4B = AC = (. Descreve-se
um quarto de circulo QO de centro A4, ligando os vértices B a C. Com didmetro BC,
descreve-se um semicirculo S exterior ao triangulo e que ndo contém 4. Tragam-se duas
semicircunferéncias de diametros 4B e AC, S, e S., ambas passando pelo ponto D,

meio de BC. Seja M a superficie compreendida entre QO e S. Seja N a superficie
compreendida entre O e arco BD de S, eoarco CD de S.. Seja P a superficie limitada
pelos arcos AD de S. e AD de S,.

Demonstre que:
(A) A area M éigual a area do tridngulo ABC.
(B) As areas N e P sao iguais.

2) (IME-85) Em um triangulo ABC sao dados o lado a, a soma dos outros dois lados,
b+c=/(,eaareas.

(A) Construa com régua e compasso.

(B) Calcule os angulos 4, B e C eoslados b e c.

3) (IME-85) Dada uma piramide hexagonal regular de vértice V' e base ABCDEF , de lado
da base igual a ¢ e altura &, determine em funcdo de ¢ e h, a posi¢ao do centro da esfera
que é tangente as doze arestas da piramide.

4) (IME-85) Em um plano n da-se uma circunferéncia de centro O e raio », um ponto fixo
A sobre ela e um diametro variavel BC tal que o angulo ABC sejaiguala 6 (0<6 < /2
). Sobre a perpendicular a r em 4, marca-se um ponto V' tal que AV =2r. Considere-se

um tetraedro ABCV .
(A) Calcule em fungéo de r e @ as arestas do tetraedro.
(B) Mostre que a soma dos quadrados destas arestas é constante quando @ varia.



A HORA F
DO BIZU

(C) Qual o lugar geométrico do ponto H de &, pé da altura VH do triangulo VBC?
(D) Para que posigao de BC a area do triangulo VBC € maxima e qual o valor desse maximo?

(E) Calcule em fungéo de 6, a tangente «, onde « é igual ao angulo VHA.
(F) Deduza o valor de 6 que corresponde ao minimo do diedro de aresta BC.

(G) Calcule 6 para que se tenha tangente o a 4/J§.

5) (IME-85) Da-se um plano = e dois pontos 4 e B nao pertencentes a «, situados em um
semi-espaco de w, sendo:

(1) AB=1¢
(1) a e b ascotasde 4 e B emrelagdo a .
(M) a<b.

Determine um tridngulo ABC isosceles, retangulo em C, tal que o vértice C pertenga ao
plano n. Discuta a possibilidade da existéncia desse tridngulo e o numero de solugdes.

6) (IME-85) (A) Da-se P uma parabola de foco F e diretriz 4 . Sejam M um ponto qualquer
de P; M, sua projegdo sobre d; M, a projegdo de M, sobre FM . Identifique o lugar
geomeétrico de M, quando M descreve a parabola P.

(B) Em uma hipérbole H s&o dados um foco F e a diretriz correspondente d, que distam
entre si 5 cm . A diregdo de uma assintota forma um angulo de 30° com o eixo focal. Pede-

se: calcular os valores dos semieixos de H .

7) (IME-85) Em um tridngulo ABC retéangulo em A, é dada a razdo k entre o produto das
bissetrizes internas dos angulos B e C e o quadrado da hipotenusa. Calcule B, em fungao
de k. Determine entre que valores pode variar a razdo k£ para que o problema tenha
solucgao.

8) (IME-85) (A) Construa um quadrilatero convexo ABCD , dados: os comprimentos das diagonais AC e
BD; o0 angulode AC com BD, os angulos adjacentes 4 e D.

— |

/>

8) (B) S&o dados dois circulos concéntricos, C, e C, deraios r, e r, (r, > r,) e centro O. Por um ponto

A de C, determine uma corda AD de C,, que corta C, em B e C,talque AD =3 BC. Discuta a
possibilidade e o numero de solugdes.

9) (IME-85) Seja um tridngulo acutangulo 4,4, 4,. Traga-se um circulo de didametro 4,4, e
de 4, tragcam-se tangentes a ele, com pontos de contato 7, e T"',. Analogamente procede-
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se com os lados 4,4, e A4,4,, obtendo-se os pontos de contato 7,, 7', e 7, T',. Mostre

que os seis pontos de contato obtidos pertencem a um circulo de centro G (baricentro de
AIAZAS)

10) (IME-85) Da-se um plano horizontal = , um de seus pontos O e a vertical em O, OV .
A cada ponto P de & faz-se corresponder um ponto P, sobre a vertical em P, tal que
PP,
OP

(A) Deduza a natureza de S, as se¢des de S por planos passando por OV e as segdes
de S por planos perpendiculares a OV ; identifique o plano tangente a (S) em um ponto

qualquer P,.

(B) De um ponto Q fixo sobre OV tal que OQ = h, traga-se uma perpendicular sobre OP:
considera-se a esfera £ de centroQ e raio ON (N é o pé da perpendicular) sobre OP,.
Determine a curva comum a E e a S e calcule o volume compreendido entre £ e S

= k (constante). Com essa correspondéncia, p transforma-se em uma superficie S'.

IME 1985/1986

Matematica |
1) (IME-86) Determine logm 1/0,037037...

2) (IME-86) No produto abaixo, o “*” substitui algarismos diferentes de “3” e né&o
necessariamente iguais. Determine o multiplicando e o multiplicador.

Fk Pk
*%73

ECETT

*%4%733

ook ok
Fokok

3) (IME-86) Seja N~ o conjunto dos numeros naturais ndo nulos e n< N . Mostre que a
relagdo R, ={(a,b)/a,be N e |a—b| é miltiplo de n} é uma relagéo de equivaléncia.

4) (IME-86) Uma padaria trabalha com 4 tipos de farinha cujos teores de impureza sao os
seguintes:

Tipo Teor
A 8%
B 12%
cC 16,7%
D 10,7%

Para fabricar farinha do tipo D, o padeiro mistura uma certa quantidade de farinha A com 300 gramas de
farinha tipo B; em seguida, substitui 200 gramas dessa mistura por 200 gramas de farinha tipo C.

Determine a quantidade de farinha tipo A utilizada.
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5) (IME-86) A derivada de ordem n de uma fungdo y = f(x) é a primeira derivada da

. ~ . d
derivada de ordem n -1 da mesma fungéo, ou seja: y" = d—y("‘”.
X

Calcule [(x* +1)senx]* .

6) (IME-86) Determine a equacao e identifique o lugar geométrico dos pontos médios dos
segmentos determinados pela intersecédo da conica

5x* —6xy+5y° —4x—4y—-4=0
com as retas de coeficientes angular igual a 1/2.

7) (IME-86) Seja a curva representada pela equagéao
b= wl N 1 Z“: w ,
I+wl 1+wl T w+ i,
onde /,4,,4,,4, e 4, sdo constantes reais tais que 1> 4, >4, > ¢ >0. Esboce o grafico de y,
caracterizando as assintotas, num sistema cartesiano ortogonal.

8) (IME-86) Mostre que os numeros 12, 20 e 35 n&o podem ser termos de uma mesma
progressdo geomeétrica.

9) (IME-86) Sabendo-se que x é um numero real, —1<x<1, O<arccosx<7 € n € um
numero inteiro positivo, mostre que a expressdo f,(x)=cos(n arccosx) pode ser

desenvolvida como um polinbmio em x, de grau nm cujo coeficiente do termo de maior
grau € igual 2.

10) (IME-86) 12 cavaleiros estdo sentados em torno de uma mesa redonda. Cada um dos 12 cavaleiros
considera seus vizinhos como rivais. Deseja-se formar um grupo de cinco cavaleiros para libertar uma
princesa. Nesse grupo ndo podera haver cavaleiros rivais. Determine de quantas maneiras é possivel escolher
esse grupo.

Matematica Il

1) (IME-86) Seja um paralelepipedo retangulo de bases ABCD e A'B'C'D', cujas arestas
AA', BB', CC' e DD' tenham por comprimento /% e os lados da base sejam,
respectivamente, AB=a e AD=5h.

Por DD' considere dois planos DD'MN'" e DD'NN'.

( 1 ) Determine as distancias AM =x e CN =y para que esses dois planos dividam o

paralelepipedo em 3 partes de mesmo volume.

(2 ) Determine a razao entre os volumes dos solidos MBNM'B'N' e MDNM'D'N".

(3 ) Encontre a relagéo entre a e b, que estabelega a condigdo necessaria e suficiente para
que o diedro de arestas MM', cujas faces passem por DD' e NN' seja reto

2) (IME-86) Seja um triangulo A4BC, retangulo em A. Por B, tragca-se uma reta
perpendicular ao plano do tridngulo. Sobre esta, fixa-se um ponto S. Por B, passa-se um
plano que intercepta SC em C' e seja perpendicular a SC. O plano corta S4 em A4'.
Demonstre que os cinco pontos 4, B, C, A' e C' pertencem a uma mesma esfera.
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3) (IME-86) Dadas duas esferas de raios respectivamente iguais a R e r, tangentes
exteriores, e um cone circunscrito a elas. Calcule a area da superficie lateral do tronco do
cone que tenha por bases os circulos de contato das esferas com o cone.

4) (IME-86) Dados dois pontos fixos 4 e B (E = d), considere as elipses passando por

B, com foco em A e eixo maior de comprimento 2a, tal que 2a >d.
(1) Determine o lugar geométrico do segundo foco F das elipses.
( 2 ) Determine o lugar geomeétrico dos centros de gravidade dos tridngulos ABF .

5) (IME-86) Considere um triangulo ABC qualquer e trés pontos X, Y e Z, tais que
XeBC, YeAC e ZeAB. Considere os circulos C,, C, e C, que passam

respectivamente pelos pontos CXY, AYZ e BXZ.
Demonstre que C,, C, e C, se encontram em um ponto .

6) (IME-86) ( 1 ) — Demonstre que a diferenca entre os quadrados de dois lados de um
tridangulo é igual ao dobro do produto do terceiro lado pela projegéo, sobre ele, da mediana
correspondente.

( 2 ) — Determine o lugar geomeétrico dos centros dos circulos que cortam dois circulos
exteriores, de centros O, e O, e raios respectivamente iguais a R, e R,, em pontos

diametralmente opostos.

7) (IME-86) Resolva a equacgéo:
mcosx—(m+1)senx=m, meR

Determinando m de modo que essa equagao admita raizes x' e x'" cuja diferenga seja
7/2.

8) (IME-86) Num triangulo ABC (4> B>C) tragam-se as bissetrizes externas A4' do

angulo A, com A' sobre o prolongamento de BC e CC' do angulo C, com C' sobre o

A-B B-C
= asen

prolongamento de 4B.Se AA'= CC' mostre que: csen

9) (IME-86) Dado um tronco de pirdmide triangular de bases paralelas, demonstre que as
retas que ligam os vértices da base inferior aos pontos médios dos lados opostos da base
superior sao concorrentes.

10) (IME-86) Seja uma parabola de foco F e diretriz 4. Por um ponto P ed, tragam-se
tangentes a parabola que a interceptam em M, e M,. Demonstre que M,, M, e F estédo
em linha reta.
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IME 1986/1987

Matematica |
1) (IME-87) Dois numeros complexos Z, e Z,, ndo nulos, sdotaisque | Z, +Z, |=|Z, - Z, |

Zy
. Mostre que ~ € imaginario puro.
1

2) (IME-87) Determine as solugdes reais do sistema:
x’y+xy> =70
(x+»)- (x> +»*) =203

3) (IME-87) Dados dois conjuntos 4 e B, define-se AAB=(4A—B)uU(B— A4). Prove que

dados 3 conjuntos arbitrarios X, Y e Z:
XNYAZ)=(XNY)A(XNZ)

4) (IME-87) Dados um sistema de eixos ortogonais XOY e um ponto A, de coordenadas
(x03%0), (x45,) %0, considere dois pontos variaveis P e O, P pertencente ao eixo OX

e Q pertencente ao eixo OY, tais que a area do triangulo 4PQ seja constante e igual a

K, K € R. Calcule e identifique a equacéo do lugar geométrico do ponto médio do
segmento PQ.

5) (IME-87) Seja uma fungao de variavel real definida por f(x) =In(e* —e* +3) onde In é

o logaritmo neperiano.
(A) Calcule o dominio e a imagem de f.

(B) Determine uma fungéo y(x) com limy(x) =0, tal que f(x)=2x+y(x), paratodo x
pertencente ao dominio de f.

(C) Faca o grafico de f(x), indicando seus minimos e maximos relativos e suas
assintotas.

6) (IME-87) Seja f uma fungéo bijetora de uma variavel real e a relagéo %, definida por
h:R> >R
(1) = (¢ 1= ()
Verifique se & é bijetora e calcule uma relagdo g tal que:
goh(x;y)=(x;y)
hog(x;y)=(x;y), Vx,Vy e R

7) (IME-87) Sejam a, b e ¢ numeros inteiros tais que 100a +10b + ¢ seja divisivel por
109. Mostre que (9a —c)* +9b> também é divisivel por 109.

(2
8) (IME-87) Mostre que para todo numero natural » maior ou iguala 2, 24 s( nj
n
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[
9) (IME-87) Sejam A4 = e B= [l / mj duas matrizes de elementos inteiros.

n o p (¢

A N ST

a
C
e
g
Verifique se a matriz 4B € inversivel.

10) (IME-87) Seja p(x) um polindbmio de grau 16 e coeficientes inteiros.
(A) Sabendo-se que p(x) assume valores impares para x =0 e x =1, mostre que p(x)

Nao possui raizes inteiras.
(B) Sabendo-se que p(x)=7 para quatro valores de x, inteiros e diferentes, para quantos

valores inteiros de x, p(x) assume o valor 147

Matematica Il
1) (IME-87) Seja ABCD um quadrilatero circunscritivel. Demonstre que os circulos inscritos
nos triangulos ABC e ACD tem, com a diagonal AC, um mesmo ponto em comum.

2) (IME-87) Resolva a inequacéo:
2cosx+2senx ++/2 <

0.

COSX —SEen x

3) (IME-87) Sobre uma reta » marcam-se, nesta ordem, os pontos 4, B, C e D. Emum
dos semiplanos determinados por r, tragcam-se as semicircunferéncias de diametro 4B,
CD e AD; no outro semiplano traga-se a semicircunferéncia de diametro BC.

Calcule arazao entre a area definida por estas semicircunferéncias e a area do quadrilatero
cujos vértices sao os pontos médios das semicircunferéncias. Mostre que esta razao
independe dos pontos 4, B, C e D.

4) (IME-87) Seja uma hipérbole equilatera de centro O e focos F e F'. Mostre que o
segmento determinado por O e por um ponto M qualquer da hipérbole é média
proporcional entre os segmentos MF e MF".

~ A A

5) (IME-87) Dado um triangulo 4BC de lados a, b e ¢ opostas aos angulos 4, B e C

Sené
Poey

respectivamente e de perimetro 2p, mostre que: a = ——=—.

C
COS—COS—
2 2

6) (IME-87) Sejam duas circunferéncias, ndo ortogonais, de centros O e O' que se
interceptamem 4 e B. Sendo D e D' os pontos onde as retas 0'4 e OA interceptam,
respectivamente, as circunferéncias de centro O e O', demonstre que o pentagono
BODD'O' é inscritivel.

7) (IME-87) Num plano 7~ tem-se um retédngulo ABCD de dimensdes AB=2a e AD=a.
Consideram-se a superficie prismatica, cujas arestas sédo as retas perpendiculares a =,
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passando por 4, B, C, D e um ponto C', sobre a aresta tracada por C, tal que CC'=5b.
Seccionando-se esta superficie por um plano passando por AC':

(A) Mostre que € possivel obter-se para se¢éo plana um losango AB'C'D', onde B' e D'
sdo pontos das arestas que passam, respectivamente, por B e D.

(B) Determine, em funcédo de a e b, uma condi¢do necessaria e suficiente para que o
losango esteja situado em um mesmo semiespago em relagao ao plano .

(C) Calcule o volume do tronco de prisma ABCDB'C'D', supondo satisfeitas as condi¢des
do item anterior

8) (IME-87) Dada uma piramide hexagonal regular de vértice V' e base ABCDEF , de lado
da base igual a ¢ e altura #:

(A) Mostre que existem duas esferas tangentes aos planos das faces dessa piramide.

(B) Calcule os raios dessas esferas.

(C) Mostre que o produto desses raios independe de 7.

9) (IME-87) Sejam duas ortogonais r e r', ndo coplanares. Considere sobre » dois pontos
fixos 4 e B e sobre r' dois pontos variaveis M e M', tais que a projegao de M' sobre o
plano que contém o triangulo MAB é o ortocentro H deste tridngulo.

Determine o lugar geométrico dos centros das esferas circunscritas ao tetraedro ABMN'.

10) (IME-87) Sejam 4, B, C, D e E os vértices de um pentagono regular inscrito num
circulo e M um ponto qualquer sobre o0 arco AE.

Unindo-se M a cada um dos vértices do pentagono, mostre que o0s segmentos
MB+ MD = MA+ MC + ME .

IME 1987/1988

Matematica |
1) (IME-88) Determine o valor de a para que o sistema abaixo tenha mais de uma solugao
e resolva-o neste caso.

x+y—z=1
2x+3y+az=3
X+ay+3z=2

1 1
3) (IME-88) Para que valores de x afungdo f(x)=|x|™" -Inx*> assume o valor de s
Obs. In denota logaritmo neperiano.

3) (IME-88) (A) Mostre que se
p(x)=a, +ax+a,x’ +a,x> +a,x*,
entdo existe um polinémio g(x) do 2° grau, tal que p(x)=x’g(x+x7").
(B) Determine todas as raizes do polindmio
p(x) =1+4x+5x" +4x° +x*.
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4) (IME-88) Seja a fungéio f(x) = 6- (L _lj :
X

2
X
(A) Determine os pontos de maximo, minimo e de inflexdo de f(x), caso existam.
(B) trace o grafico desta fungéo.

5) (IME-88) Considere a sequéncia cujos primeiros termos séo: 1,2,3,5,8,13,21,34,55,...

1+J§ !
2

J , para todo n>2.

Seja a, seu n-ésimo termo. Mostre que a, <(

6) (IME-88) Determine a equacéo e o raio do circulo de menor diametro, que possui com o
circulo x* +y* —8x—25=0 eixo radical y—-2x-5=0.

7) (IME-88) Considere um torneio de xadrez com 10 participantes. Na primeira rodada cada
participante joga somente uma vez, de modo que ha 5 jogos realizados simultaneamente.
De quantas formas distintas esta primeira rodada pode ser realizada? Justifique sua
resposta.

8) (IME-88) Mostre que por todo ponto ndo situado sobre o eixo OX passam exatamente
2 parabolas com foco na origem e eixo de simetria OX e que estas parabolas se
interceptam ortogonalmente.

9) (IME-88) Sejam 4, B e C matrizes 5x5 com elementos reais. Denotando-se por 4’ a
matriz transposta de 4:

(A) Mostre que se A- A" =0, entdo 4=0.

(B) Mostre que se B-4-A4'=C-A4-A",entdo B-A=C- 4

10) (IME-88) Considere os seguintes conjuntos de numeros complexos:
A={xeC/|z|=LIm(z)>0 e B={xeC/Re(z) =1, Im(z) > 0}
onde Re(z) e Im(z) sdo as partes real e imaginaria do numero complexo =z,

respectivamente.
2z

(A) Mostre que para cada Z € 4, 0 numero pertence a B.

z+1

. 2
(B) Mostre que para cada @ € B pode ser escrito da forma _Zl para algum ze€ 4.
z+

Matematica ll

1) (IME-88) Demonstre que. Num tridngulo ABC':

A senB+senC
cag—=———
2 cosB+cosC

2) (IME-88) Dado um circulo de raio R e centro O, constréi-se 3 circulos iguais de raios r
, tangentes dois a dois, nos pontos E, F, G e tangentes interiores ao circulo dado.
Determine, em funcdo de R, o raio destes circulos e a area da superficie EFG,
compreendida entre os trés circulos e limitada pelos arcos EG, GF e FE.



A HORA F
DO BIZU

3) (IME-88) Demonstre a identidade:

3 4
tg’x+ctg’x = Z(wJ

1—cos4x

4) (IME-88) Calcule o lado de um tridngulo ABC, em fung&o de sua area S, do angulo C e
de k=a+b-c.

5) (IME-88) Secciona-se um cubo de aresta a por planos passando pelos pontos médios
das arestas concorrentes em cada vértice. Considere o sélido formado ao retirar-se as oito
piramides obtidas. Calcule a soma das arestas, a area e o volume deste sélido.

6) (IME-88) Sobre os catetos AB,e AC de um triangulo retangulo ABC, constroem-se dois
quadrados ABDE e ACFG. Mostre que os segmentos CD, BF e a altura AH sao
concorrentes,

7) (IME-88) Considere um semicirculo de diametro 4B =2R . Por A, traga-se ume reta que
forma um angulo de 30° com o diametro 4B e que corta o semicirculo em C. Por C, traga-
se a tangente ao semicirculo, que intercepta a reta que contém 4B no ponto D.
Fazendo-se uma rotagdo em torno da reta que contém 4B, o semicirculo gera uma esfera
E e otridngulo ACD gera um solido S'.

(A) Calcule o volume deste solido S, em fungéo do raio R.

(B) Seja M um ponto sobre 4B tal que AM = g. Considere um plano = passando por M

e perpendicular a reta 4B, seccionando-se a esfera £ e o sdlido S. Calcule a razdo entre
a area destas duas secgoes.

8) (IME-88) Dadas duas retas reversas r e s, ortogonais e sua perpendicular comum ¢,
que corta rem [/ e s em K ; considere um segmento 4B, de comprimento constante, que
se move apoiando suas extremidades 4 e B, respectivamente sobre » e s. Unindo-se 4
a K e I a B, forma-se um tetraedro variavel ABIK :

(A) Demonstre que a soma dos quadrados das arestas deste tetraedro é constante.

(B) Calcule o raio da esfera circunscrita ao tetraedro. Em fung&o da distancia 4B .

9) (IME-88) Seja o semicirculo de diametro 4B =2R e r sua tangente em A. Liga-se um
ponto P dareta » ao ponto B, interceptando o semicirculo no ponto C.

(A) Demonstre que o produto PB-PC é constante.

(B) Determine o lugar geométrico do ponto médio de 4AC, quando P desloca-se sobre a
tangente.

. PB . ~ . . .
(C) Seja AP:?’ calcule a area da porgao do triangulo PAB, situada no exterior do

semicirculo.

10) (IME-88) Considere as esferas cuja intersecdo com um plano = € um circulo fixo C.
Seja r uma reta do plano z, exterior ao circulo. Determine o lugar geométrico dos pontos
de contato dos planos tangentes a tais esferas e que contém a reta r.
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Matematica |

2 5
1) (IME-89) Determine o coeficiente de x° no desenvolvimento de: (xz + —J .(x3 + —j

2) (IME-89) Esboce o grafico da fungao
y = f(x) = 5x%* — x5 assinalando os pontos criticos.

3) (IME-89) Um ponto se move de modo que, o quadrado de sua distancia a base de um tridngulo isosceles
€ igual ao produto de suas distancias aos outros dois lados do tridangulo.

Determine a equagao da trajetoria deste ponto; identificando a curva descrita e
respectivos parametros.

4) (IME-89) Trés numeros, cuja soma é 126, estdo em progressao aritmética e outros trés em progressao
geomeétrica.

Somando os termos correspondentes das duas progressdes obtém-se 85,76 e 84
respectivamente.

Encontre os termos destas progressdes.

5) Dada a equacgéao

x2+y?2-2mx—4 (m+1)y+3m+14=0

(a) determine os valores de m, para que esta equagéo corresponda a um circulo.
(b) determine o lugar geométrico dos centros destes circulos.

6) (IME-89) Mostre que todas as raizes da equagéo (z + 1)° + z° = 0 pertencem a uma
mesma reta paralela ao eixo imaginario.

7) (IME-89) Em cada uma das faces de um cubo constréi-se um circulo e, em cada circulo, marcam-se n
pontos. Unindo-se estes pontos,

(a) quantas retas, ndo contidas numa mesma face do cubo, podem ser formadas?

(b) quantos tridngulos, ndo contidos numa mesma face do cubo, podem ser formados?
(c) quantos tetraedros, com base numa das faces do cubo, podem ser formados?

(d) quantos tetraedros com todos os vértices em faces diferentes podem ser formados?
OBS: Suponha que, se 4 pontos ndo pertencem a uma mesma face, entdo néo séo
coplanares.

8) (IME-89) Calcule o determinante da matriz:
a2 (@+1? (a+2?° (a+3)°
b2  (b+1)° (b+2)?> (b+3)
2 (c+1? (@©+2?% (c+3)
& (@d+172 (d+2? (d+3)

9) (IME-89) Resolva o sistema: {7 Poy -3y =4

X +Yy =20
10) (IME-89) Seja uma elipse cujo eixo maior AA’ = 2a e cuja excentricidade é 2. Seja F o
foco da elipse, correspondente ao veértice A. Considere a parabola, cujo vértice € o ponto
O, centro da elipse, e cujo foco coincide com o foco F da elipse. Determine o angulo entre
as duas curvas nos pontos de intersegao.
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Matematica Il
1) (IME-89) Resolva a seguinte desigualdade:
COS2X + COSX - 1

>2para0<x<m
C0oSs2X

2) (IME-89) Numa circunferéncia de centro O e didmetro AB = 2R, prolonga-se o didmetro AB até um ponto
M, tal que BM = R.

Traca-se uma secante MNS tal que MN = NS, onde N e S sdo os pontos de intersec¢ao da
secante com a circunferéncia.

Determine a area do triangulo MOS.

3) (IME-89) Sejam ABC e ACD dois triangulos retangulos isdsceles com o lado AC comum, e os vértices B e
D, situados em semiplanos distintos em relagdo ao lado AC; nestes triangulos AB = AC = a e AD = CD,

a) calcule a diagonal BD, do quadrilatero ABCD;

b) seja E o ponto de intersegdo de AC com BD. Calcule BE e ED;

c) seja F a intersecédo da circunferéncia de didmetro BC com a diagonal BD. Calcule DF e
EF.

4) (IME-89) Mostre que a area total do cilindro equilatero inscrito em uma esfera € média geométrica entre a
area da esfera e a area total do cone equilatero inscrito nessa esfera.

5) (IME-89) Mostre que, se os angulos de um triangulo ABC verificam a igualdade sen4A
+ sen4B + sen4C = 0, ent&o o tridngulo é retangulo.

6) (IME-89) Seja ABC um triangulo retangulo isésceles, com AB = AC = a.

Sejam BB’ e CC’ dois segmentos de comprimento a, perpendiculares ao plano ABC e
situados no mesmo semi-espago, em relagéo a este plano.

a) calcule a area total da piramide de vértice A e base BCC’B’;

b) calcule o volume desta piramide;

c) mostre que os pontos A, B, C, C’ e B’ pertencem a uma esfera;

d) determine o centro e o raio desta esfera.

7) (IME-89) Seja ABCD um trapézio cuja base maior AB = a é fixa e cuja base menor CD
tem comprimento constante, igual a b. A soma dos lados ndo paralelos é constante e igual
a (. Os prolongamentos dos lados ndo paralelos se cortam em |.

a) demonstre que o /.g. descrito pelo ponto I, quando a base CD se desloca, € uma
conica;

b) determine eixos e distancia focal.

8) (IME-89) Sao dados um segmento AB e os pontos C e D, que o dividem, interna e externamente numa
mesma raz&o. Mostre que as circunferéncias de didmetro AB e CD sé&o ortogonais.

9) (IME-89) Seja um quadrado de lado a e um ponto P, exterior ao quadrado. Chame de
“angulo sob o qual o quadrado é visto do ponto P” o menor dngulo com vértice em P, que
contenha o quadrado. Determine o lugar geométrico dos pontos P, de onde o quadrado é
visto sob um angulo de 45°.

10) (IME-89) Seja ABCD um tetraedro regular de aresta a. Seja O o baricentro da face
ABC. Efetua-se uma translagao do tetraedro igual a A—ZO obtendo-se um novo tetraedro

ABCD’.
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a) Determine o volume da esfera inscrita no solido comum aos tetraedros ABCD e
ABCD.
b) Determine o volume da esfera circunscrita a este solido.

IME 1989/1990

Matematica l
1) (IME-90) Calcule o determinante da matriz n x n que possui zeros na diagonal principal e todos os outros
elementos iguais a 1.

2) (IME-90) Ligando as cidades A e B existem duas estradas principais. Dez estradas secundarias de méo-
dupla, ligam as duas estradas principais como mostra a figura. Quantos caminhos, sem auto-intersegoes,
existem de A até B.

OBS.: Caminho sem auto-interse¢des € um caminho que n&o passa por um ponto duas
Oou mais vezes.

3) (IME-90) Considere a familia de retas representadas pela equagéo: Y= mx — —p(12+mm2) :

onde p € uma constante positiva dada e m um numero real variavel.

a) Determine a condigao para que num ponto M = (xo, Yo) do plano cartesiano, passem
duas retas dessa familia.

b) Determine o lugar geométrico dos pontos M para os quais as retas que por eles
passem sejam perpendiculares.

4) (IME-90) Considere as seguintes fungdes:
f(x) = a*onde a > 1
g(x) = J2px onde p >0

Mostre que uma condi¢cdo necessaria e suficiente para que seus graficos se tangenciem
P

€. a=ee°

Neste case, determine, em fungéo de p, a equagao da tangente comum.

5) (IME-90) Na elipse da excentricidade %2, foco na origem e reta diretriz dada por 3x + 4y = 25, determine:
a) os vértices da elipse;

b) o outro foco;

C) a equacao da outra reta diretriz.

6) (IME-90) Considere a fungao f(x) = iim (x”+ln)1’" definida em 0 < x < . Calcule o valor
n—oo X
de f em cada ponto e esboce seu grafico.

7) (IME-90) Resolva a equacgédo: z° = z, onde z é o conjugado do nimero complexo z.

8) (IME-90) Seja f uma fungao definida nos inteiros positivos satisfazendo:
f(1) =1
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f(2n) = 2.f(n) + 1
f(f(n)) = 4n + 3
Calcule f(1990).

9) (IME-90) IMEBOL é um jogo de trés jogadores. Em cada partida o vencedor marca a pontos, o segundo
colocado marca b pontos e o terceiro colocado marca c pontos, onde a > b > ¢ s&o inteiros positivos. Certo
dia Marcos, Flavio e Ralph resolveram jogar IMEBOL e apés algumas partidas a soma dos pontos foi :

Marcos - 20 Flavio - 10 Ralph - 9

Sabe-se que Flavio venceu a segunda partida. Encontre quantos pontos cada um marcou em cada partida
disputada.

10) (IME-90) Para que valores de p a equagao:
x* + px + 3 = 0, tem raiz dupla? Determine, em cada caso, as raizes da equagao.

Matematica Il
1) (IME-90) Determine o valor de:

p =sen n—senﬂsenﬁsenﬁ
24 24 24 24

2) (IME-90) Seja aB um didmetro de um circulo de centro O e raio R. Sobre o
prolongamento de AB escolhemos um ponto P(PB <PA ). Partindo de P tomamos uma
secante que corta o circulo nos pontos M e N (ﬁkﬁl), de modo que Pm=AN= R.

a) Mostre que a corda mB € um lado de um poligono regular inscrito de dezoito lados.
b) Encontre a disténcia de P ao centro do circulo em fungéo de R.

3) (IME-90) Considere uma esfera de raio R. Determine a figura geométrica a qual pertence o lugar
geométrico dos vértices dos triedros nos quais as trés arestas estao tangentes a essa esfera e formam,
duas a duas, angulos de 60°.

4) (IME-90) Dois circulos de raio R e r sdo, ao mesmo tempo, bases de um tronco de
cone e bases de dois cones opostos de mesmo vértice e mesmo eixo. Seja K a razédo
entre o volume do tronco e a soma dos volumes dos dois cones opostos e seja m a raz&o

%. Determine m em funcgéo de K.

5) (IME-90) Seja P um ponto no interior de um tridngulo ABC, dividindo-o em seis tridangulos, quatro dos
quais tém areas 40, 30, 35 e 84, como mostra a figura. Calcule a area do triangulo ABC.

B ‘ 40 30 \C

6) (IME-90) Seja um segmento fixo AO de comprimento a e uma semi-reta variavel Ox tal
que AOx = a, o angulo agudo, pertencentes a um plano fixo . Seja a perpendicular ao
plano ©t em A e seja B pertencente a esta perpendicular tal que AB = a. Seja C o pé da
perpendicular tragada de B sobre Ox. Pedidos:

a) Qual a propriedade comum a todas as faces do tetraedro OABC?

b) Calcule o comprimento das seis arestas de OABC em fungao de a e a.

c) Calcule o volume v do tetraedro em fungédo de a e a.
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e) Determine o volume comum aos dois soélidos encontros no item anterior.

d) Determine oo de modo que v = (existem dois valores).

7) (IME-90)

a) Obtenha a expressao para tg 3o em fungao de tg o = x.

b) Utilize o item anterior para determinar as solugdes da equagdo: x3—3mx?—-3x+m =0
onde m € um numero real dado.

8) (IME-90) Os lados de um tridngulo estdo em progresséao aritmética e o lado intermediario mede /.
Sabendo-se que o maior angulo excede o menor em 90°, calcule a razao entre os lados.

9) (IME-90) Prove que as tangentes ao circulo circunscrito a um tridngulo, passando nos seus vértices,
interceptam os lados opostos em trés pontos colineares.

10) (IME-90) Seja um tridangulo ABC cujos lados s&o tangentes a uma parabola. Prove que o circulo
circunscrito ao triangulo passa pelo foco.

IME 1990/1991

Matematica |
1) (IME-91) Determine todas as matrizes X reais, de dimensdes 2 x 2, tais que AX = XA, para toda matriz A
real 2 x 2.

2) (IME-91) Dado o conjunto A = {1,2,3,...,102}, pede-se o numero de subconjuntos de A,
com trés elementos, tais que a soma destes seja um multiplo de trés.

3) (IME-91) A colecao de selos de Roberto esta dividida em trés volumes. Dois décimos
do total de selos est&o no primeiro volume, alguns sétimos do total estdo no segundo
volume e 303 selos estdo no terceiro volume. Quantos selos Roberto tem?

4) (IME-91) Mostre que o0 nimero x = 45, /9+% _a/_3+ /9+% € irracional.

5) (IME-91)

a) Sendo dada a equacgéo x3 + px + q =0, p, q € R, que relagédo devera existir entre p e q
para que uma das raizes seja igual ao produto das outras duas?

b) Mostre que a equagdo x® — 6x — 4 = 0, satisfaz a relagdo encontrada e, em seguida,
encontre as duas raizes.

6) (IME-91) SejaD = {(x,y) e R?|0<x<1e0<y < 1} e F:D — R? uma func&o tal que ¥

. 2 . JX=y
(x, y) € D associa (x, y) € R* onde: {y_“_y)x

a)Sendo T={(x,y)| x>0,y >0, x+y <1} mostre que F é uma bijecdo de D sobre T.
b) Esboce a imagem dos conjuntos da forma {(x, y) € D |y = Ax} para os seguintes valores

. _ 1. _ 1. -
dek.lo—Z,M—E,?uz—‘l.

7) (IME-91) Mostre que
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sen (2n+1)x

1 4 cosx+cos2x + ...+ COS Nx = 2
2 23enE

8) (IME-91) Dada a fungao racional:

f(X) = x3 +ax? +bx +c

mx2+nx+p

e sabendo que a,b,c, m, n,p € Z e que:

1°)1(2) =

2°) Para x = -1 tem-se uma indeterminacgao do tipo 0/0.
o\ limf(x)=-6

3 ) X—- 1

4°) x = 1 é raiz do polindmio mx? + nx + p.
5wm=i

f(4)
Determine os coeficientes a, b, ¢, m, n, p.

9) (IME-91) Determine o quadrado OABC cujos vértices s&o a origem e os pontos A(1, 1);
B(0, 2); C(-1, 1). Seja F(0,1) o centro desse quadrado e (P) a parabola de foco F e cuja
diretriz € o eixo das abcissas. Pede-se:

1) Mostre que (P) passa por A e C.

2) Determine a equagéao dessa parabola.

3) Calcule as coordenadas do ponto D, segundo ponto de interse¢ao da reta BC com (P).
4) Seja M um ponto qualquer de (P) cuja abcissa é x. Mostre que a poténcia de M em

relacdo ao circulo (P) de diametro cb é % (x + 1)3(x-3).
5) A partir do resultado anterior, encontre o conjunto dos pontos de (P) interiores a (P).

10) (IME-91)
a) A partir do estudo da variagéo do sinal das fungbes f(x) = /n (1 + x) — x e g(x) = /n (1+x)

- X+ X— deduza a relagdo x -—< /Mm(1+x)<x.Vx e (0, +x)

b) Sendo n e Z*, seja:
P)=(1+ ) (1+ Z)..(1+ 25

Mostre que se n — oo, P(n) admite um limite e calcule esse limite.

Matematica ll

1) (IME-91) Sejam um circulo, com centro O e raio R, e um ponto P tal que op = 3R.

a) Determine um didmetro mn de modo que o tridngulo PMN seja retangulo com angulo
reto em M.

b) Calcule, em funcdo de R, os lados e a area do triangulo PMN.

c) PN intercepta a circunferéncia em um segundo ponto K. Calcule Pk .

d) O didametro MmN gira em torno de O. Qual o lugar geométrico dos pés das
perpendiculares tracadas de P sobre MN?

e) Determine a posigao do didametro MN para que a area do triangulo PMN seja maxima.

2) (IME-91) Considere um circulo e uma reta que n&o se interceptam, ambos contidos
num plano. Determine o lugar geométrico dos centros que s&o tangentes ao circulo dado
(exteriormente) e a reta dada.
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3) (IME-91) Sejam dois quadrados ABCD e ABEF, tendo um lado comum AB, mas nao
situados num mesmo plano. Sejam M e N pertencentes, respectivamente, as diagonais
AC e BF tais que: %:%:%. Mostre que MN ¢é paralelo a DE.

4) (IME-91) Sejam A, B, C os angulos de um tridngulo. Mostre que:
sen 2A +sen 2B + sen2C=4sen AsenBsenC

5) (IME-91) Mostre que: Se num triangulo ABC vale a relagéo:

__csB-C) __43p entdo o tridngulo é retangulo com angulo reto A.
sen A +sen(C-B)

6) (IME-91) Seja um cone reto de base circular, vértice V, altura h e raio da base r e seja ABC um tridngulo
equilatero circunscrito a base do cone. Pede-se:

a) Determinar a relagéo entre h e r para que o tetraedro, com vértices VABC, seja regular.
b) Satisfeitas essas condi¢des, calcule, em fungéo de r, o volume limitado pela superficie
do cone, pelo plano de sua base e pelos dois planos tangentes que passam pela aresta
VA.
tg2x+tgzy:6
7) (IME-91) Resolver o sistema: tox gy
tgy tgx

--6

sabendo que x e y pertencem ao intervalo (-%%}

8) (IME-91) Seja, sobre uma esfera, um circulo maximo (C) com didmetro AB = 2R. Tragam-se: uma corda
MN do circulo (C), paralela a AB, e duas retas x e y perpendiculares ao plano do circulo de diametro AB e
passando, respectivamente, por M e N. Os planos definidos pelo ponto A e a reta x e o definido pelo ponto
A e areta y cortam a esfera segundo dois circulos. Mostre que quando MN varia, mantendo-se paralela a
AB, a soma dos quadrados de seus raios é constante.

9) (IME-91) Num triangulo ABC tragamos a altura AH e do pé H dessa altura construimos as

perpendiculares HD, HE sobre os lados AB e AC; seja P o ponto de intersecdo de DE com BC. Construindo
as alturas relativas aos vértices B e C determina-se também, de modo analogo Q e R sobre os lados CA,
AB. Demonstre que os pontos P, Q, R séo colineares.

A

10) (IME-91) No plano, considere um disco de raio R chame este conjunto de Ao. Divida um raio de Ao em

trés segmentos congruentes e retire de Ao a coroa circular de raios %R e %R, chame este conjunto de Aa.
O conjunto As contém um disco de raio R1 = %R, divida um raio deste disco em trés segmentos

. . . . 1 2 :
congruentes e, mais uma vez, retire de A+ a coroa circular de raios 3 Rie §R1, chame este conjunto de A-.

Continue esse processo indefinidamente e seja A o conjunto resultante.
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a) Calcule a area do conjunto An obtido apds a n-ésima etapa do processo descrito acima.
b) Calcule a area do conjunto resultante A.

IME 1991/1992

1) (IME-92) Prove que Z, +Z, =Z, +Z, ,onde Z, e Z, €C.
2) (IME-92) Encontre todas as solugdes de secx—2cosx=1em [0,27].

3) (IME-92) Dado o quadrilatero ABCD, inscrito num circulo de raio », conforme a figura
AC  AB-AD+ BC-CD

BD AB-BC+CD- AD

abaixo, prove que:

4) (IME-92) Calcule quantos numeros naturais de 3 algarismos distintos existem no
sistema de base 7.

5) (IME-92) determine a equacgao da reta que passa por um dos vértices da curva definida
por: 4y° +8y—x* =4, formando um &ngulo de 45° com o eixo horizontal.

6) (IME-92) Dados:

(1) um cone de revolugado com vértice S e cuja base circular esté situada num plano =.
(2) Um ponto P exterior ao cone e ndo pertencente a .

Pede-se: determinar, pelo ponto P, os planos tangentes ao cone.

(e —¢™), onde ¢ & variavel (tempo) e

7) (IME-92) A partir da fungéo R(¢)=e™" + BAA

A e B sao constantes reais, encontre a expressao de R(t), para o0 caso em que 4
tende a B de modo que R(¢) seja uma fungao continua.

8) (IME-92) Seja f:[0,[ —> R uma fungéo continua tal que:
(1) f(0)=0
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N x -1 w
(2) f(X)— (X2+1)2 ,Vx E]O, [
(3) lim f(x)=0
Pede-se:

(A) os intervalos onde f é crescente (respectivamente, decrescente).
(B) Os intervalos onde o grafico de f é cOncavo para cima (respectivamente, para baixo).
(3) Onde ocorrem os pontos de maximo e minimo absolutos e de inflexao?

;x20 .
Defina g : R > R por: g(x)= {f(x) * . Esboce o grafico de g.

- f(x);x<0

9) (IME-92) Calcule o valor do determinante abaixo:

m+x m m m m
m m+x m m m
m m m+x m m
D, =
m m m m+x m m
m m m m . M+ X

10) (IME-92) Sejam E, =[0,1] e f,,f, : E, > E, fungdes definidas por f(x) =%x e

fr(x) = %x+§. Se P(E,) € o conjunto das partes de E,, seja F:P(E,) > P(E,) afungéo

definida por F(A4) = f,(4A) U f,(A4), onde f,(4) € aimagemde 4 por f,,i=1,2.

Agora, para cada n >1 definimos E F(E, ).

(A) Esboce graficamente E,,E,,E, e E,. Mostre que E, c E_,.

(B) Calcule )lgg | E, |, onde | E, | € asoma dos comprimentos dos intervalos que formam

E

n

IME 1992/1993

1) (IME-93) Considere a funcgao f(x) = x3 + ax? + bx + ¢, onde a, b e ¢ s&o inteiros
positivos. Sabendo-se que uma das raizes dessa fungao € igual a 2i, calcular os menores
valores de a, b e ¢ para que exista um ponto de maximo e um ponto de minimo reais.

2) (IME-93) Numa escola ha 15 comissdes, todas com igual numero de alunos. Cada aluno pertence a duas
comissOes e cada duas comissdes possui exatamente um membro comum. Todos os alunos participam.

a) Quantos alunos tem a escola?
b) Quantos alunos participam de cada comissao?

3) (IME-93) Prove, por indugédo, que:
(@+b)"=cla"+cla""b+...-c"b"Para n e N
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4) (IME-93) Indique se ¢ verdadeiro (V) ou falso (F) o que se segue e justifique sua resposta.
a) O conjunto de numeros reais ndo tém pontos extremos reais;
b) Existe um numero em Q (racionais) cujo quadrado é 2;

c) O ponto correspondente a % na escala dos numeros reais ‘R esta situado entre os

pontos 2e’’.
66 88

5) (IME-93) Determine o valor de x para que:
X 2 4 6

x x+2 0 10
2 =0
X 0 4x 4

X 4 10 x-2

6) (IME-93) Faga o que se pede:
a) Calcule o argumento do seguinte numero complexo i(1+ i);
b) Escreva sob forma trigonométrica o nimero complexo Z =1 + i3

7) (IME-93) Considere uma fungao L: R*—R que satisfaz:

1. L é crescente, isto &, para quaisquer 0 < x <y tem-se L(x) < L(y);
2. L(x.y) = L(x) + L(y) para quaisquer x, y > 0.

Mostre que:

a)L(1)=0;

b) L(1/x) = — L(x), para todo x > 0;

c) L(x/y) = L(x) — L(y) para quaisquer x, y > 0;

d) L(x") = nL(x) para todo x > 0 e natural n;

e) L(4/x ) = L(x)/n para todo x > 0 e natural n;

f)L(x) <O <L(y)sempreque 0<x<1<y.

8) (IME-93) Demostrar analiticamente que se uma reta perpendicular a uma corda de uma circunferéncia,
passa pelo seu centro, entao, ela divide a corda no seu ponto médio.

9) (IME-93) Provar que a soma das distancias de um ponto qualquer interior a um tridngulo equilatero aos
lados é constante.

10) (IME-93) Resolva a equacao
sSen X — Cos X = sen 2x — cos 2x — 1

IME 1993/1994

10
1) (IME-94) Determine o termo independente de x de [&—lj

2) (IME-94) Seja f: R — R uma fungdo quadratica tal que f(x) =ax? +bx+c,a= 0,V x €
R. Sabendo que x1 =—1 e x2 = 5 s&o raizes e que (1) = -8

Pede-se:

a) Determinar a, b, c

b) Calcular f(0)
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c) Verificar se f(x) apresenta maximo ou minimo, justificando a resposta
d) As coordenadas do ponto extremo
e) O esbogo do grafico

3) (IME-94) Seja um octdégono convexo. Suponha que quando todas as suas diagonais séo tragadas, ndo ha
mais de duas diagonais se interceptando no mesmo ponto. Quantos pontos de intersegéo (de diagonais)
existem neste octogono?

4) (IME-94) Considere os numeros complexos z=x+Yy.i € w =y — X.i, cujos modulos
Nl

;
. e . Izl . , ,

sdo tais que |z|=e'w| x e |wl=e Y,onde e é base dos logaritmos neperianos. Obter a

forma polar de z2 .

5) (IME-94) Um aluno, ao inverter a matriz
1 ab
0 c d
4 e f

cometeu um engano, e considerou o elemento a3 igual a 3, de forma que acabou
invertendo a matriz

A= =laj],1<i,j<3

1 ab
B=1|0o ¢ d|=[bj]
3 e f
Com esse engano o aluno encontrou
52 0 -1/2
B-'=| 3 1 -1|.Determinar A-"
-5/2 0 1/2

6) (IME-94) Sejay = x uma parabola com foco F e diretriz d. Uma reta, cujo coeficiente
2

angular é m = 0, passa por F e corta a parabola em dois pontos M1 e M2,
respectivamente. Seja G o conjugado harménico de F em relagdo a M1 e M2. Pede-se:

a) As coordenadas de G em fungdo de m
b) O lugar geométrico do ponto G quando m varia

7) (IME-94) Sabendo que A, B e C s&o os angulos internos de um triangulo, escreva as
restricbes que devem ser satisfeitas por este tridngulo para que se verifique a igualdade
abaixo.

senA + sené + sené = 4COSA.COSE.COSE

8) (IME-94) Seja ABCD um quadrilatero convexo inscrito num circulo e seja | o ponto de interse¢do de suas
diagonais. As projegdes ortogonais de | sobre os lados AB, BC, CD e DA sao, respectivamente, M, N, P e Q.
Prove que o quadrilatero MNPQ é circunscritivel a um circulo com centro em 1.

9) (IME-94) Seja C um semicirculo com centro O e didmetro PQ = 2x. sobre o segmento OP, toma-se um
ponto N tal que ON = x, 0 <x <r. Por N traga-se uma reta perpendicular a PQ que encontre o semicirculo
em M. A reta tangente ao semicirculo em M corta a reta PQ em um ponto T:

a) Calcule, em funcao de r e x, o volume V1 gerado pela rotagédo do triangulo MPQ em
torno de PQ.
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b) Calcule, em fungéo de r e x, o volume V2 gerado pela rotagéo do triangulo MPT em
torno de PQ.
c) Considerando arazéoy = % quando x varia no intervalo [0 , r], faca o esbog¢o do
1
respectivo grafico.
10) (IME-94) Na exploragdo de uma mina foi feito o corte indicado na figura abaixo. Para

calcular o volume do minério extraido do corte, foram medidos:
CD=10 V3 dm, CD é perpendicular ao plano ABC,

ADC = ADB =60° e EDC = 30°

\/

Calcule esse volume.

IME 1994/1995

1) (IME-95) Determine a condi¢do que o inteiro m deve satisfazer para que exista termo

1

independente de x no desenvolvimento de [x“ 7—8j .
X

2) (IME-95) Seja ABC um triangulo qualquer no qual os vértices B e C sao fixos.
Determine o lugar geométrico descrito pelo ponto A, variavel, sabendo que os éngulos B e
C satisfazem a relagao tg B tg C = k, k constante real. Discuta a solugéo para os diversos
valores de k.

Sugestao: Considere como eixos coordenados as retas BC e a mediatriz do segmento
BC.

3) (IME-95) Dado Z = ﬁ, calcule as partes real e imaginaria de Z.
4) Sabendo-se que a fungao h(x) possui a seguinte propriedade %h(x): -h(x), pede-se:
a) A solugédo da equagao: jt f(t) = x h(x) + h(x) + 1

b) Os valores de c e h(x), de tal forma que: joctf(t) = Z'Te

5) Resolva a equacgao trigonométrica:
senx+cosx+2y2 senxcosx=0

6) (IME-95) Use o teorema do valor médio para derivadas e prove que a equagao:
Mmx+1P%+3/(x+1)P°+2/n(x+1)—2=0, tem uma Unica raiz real no intervalo (0, 1).
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OBS: A notagao /n significa logaritmo neperiano.

7) (IME-95) Trés circulos de mesmo raio “R” se interceptam dois a dois, como é mostrado
na figura abaixo, constituindo trés areas comuns que formam um trevo. Determine o
perimetro do trevo e sua area em fungéo de “R” e da area “S” do triangulo 1JK.

8) (IME-95) Seja ABC um triangulo qualquer. Por B’ e C’ pontos médios dos lados AB e
AC, respectivamente, tragam-se duas retas que se cortam em um ponto M, situado sobre
o lado BC, e que fazem com esse lado angulos iguais 6 conforme a figura abaixo.
Demonstre que:

cotg 6 = %(cotg B+cotgC) ,

v
\\ | I'
00
M

9) (IME-95) Seis esferas idénticas de raio “R” encontram-se posicionadas no espago de
tal forma que cada uma delas seja tangente a quatro esferas. Desta forma, determine a
aresta do cubo que tangencie todas as esferas.

10) (IME-95) Prove que o polindmio P(x) = x99 + x888 + x777 + __ + x"1 + 1 ¢ divisivel por
X2+ x8+x"+ L+ x+ 1,

IME 1995/1996

1) (IME-96) Considerando log 2 = a e log 3 = b, encontre, em fungéo de a e b o logaritmo
do numero %1125 no sistema de base 15.

2) (IME-96) Encontre todas as solugdes reais da equagao apresentada abaixo, onde n e
um numero natural:  cos"x-sen"x =1

3) (IME-96) Um tridangulo ABC tem base AB fixa sobre uma reta r. O vértice C desloca-se
ao longo de uma reta s, paralela a r e a uma distancia h da mesma. Determine a equacao
da curva descrita pelo ortocentro do triangulo ABC.
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4) (IME-96) Seja f uma fungdo real tal que Vx, a € R: f(x+a) =%+ fx)-[f)P . f é
periodica? Justifique.

5) (IME-96) Calcule a soma abaixo:
1 1 1 1

—t—+ ot
1.x4 4x7 7x10 2998x3001

6) (IME-96) E dado um tabuleiro quadrado 4X4. Deseja-se atingir o quadrado inferior
direito a partir do quadrado superior esquerdo. Os movimentos permitidos s&o os
representados pelas setas:

De quantas maneiras isto é possivel?

7) (IME-96) Sejam 5 (cinco) pontos AOBO’A’, nesta ordem pertencentes a uma reta
genérica r tal que AO = OB = 3a; BO’ = O’'A = 2a, onde a € um comprimento dado.
Tragam-se os circulos (O) com diametro AB e (O’) com diametro BA'. Sejam C e D dois
pontos quaisquer do circulo (O); as retas BC e BD cortam o circulo (O’) respectivamente
emC eD.
a) Calcule ¢

BC
b) Calcule €&

CD

c) Seja o angulo CBD igual a 30°. Calcule em fungao de a, razdo entre as areas dos
segmentos circulares S no circulo (O) limitado pela corda CD e S’ no circulo (O’) limitado
pela corda C'D’.

8) (IME-96) Determine os numeros naturais n para os quais existem poliedros convexos
de n arestas.

9) (IME-96) Sejam wo = 1, wi = j, w2 = j? as raizes cubicas da unidade no plano complexo
(considere w1 0 numero complexo de modulo 1 e argumento 27/3). Sabendo-se que se
ceC, arotagdo R em torno do ponto ¢ e amplitude igual a n/3 é dada por R(z) = —j?Z —jc,
VvV ¢ € C —{c}, pede-se:

a) determinar as relagdes existentes entre a, b, ¢, j, j?, onde a, b € C, de modo que o
tridangulo a, b, ¢ seja equilatero.

b) determinar z para que o triangulo i, z, iz seja equilatero.

Dado: i =J-1
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10) (IME-96) Dados dois trinbmios do segundo grau:

y=ax?+bx+c (1

y=ax?+b'x+¢ (I

Considere, sobre o eixo Ox, os pontos A e B cujas abcissas s&o as raizes do trinémio (l) e

A’B’ os pontos cujas abcissas sao as raizes do trinémio (I1).
Determine a relagao que deve existir entre os coeficientes a, b, c, a’, b’, ¢’ de modo que A’'B’ divida o
segmento AB harmonicamente.

IME 1996/1997

1) (IME-97) Resolva o sistema abaixo:

y_ X
=Y ondeaz1ea>0
y = ax

65
2) (IME-97) Determine o termo maximo do desenvolvimento da expresséo: (1+§j

3) (IME-97) Dados os pontos A e B do plano, determine a equagao do lugar geométrico
dos pontos P do plano, de tal modo que a razéo entre as distdnciasde PaAede PaB
seja dada por uma constante k. Justifique a sua resposta analiticamente, discutindo todas
as possibilidades para k.

4) (IME-97) Em cada uma das 6(seis) faces de um cubo, construiu-se uma circunferéncia,
onde foram marcados n pontos. Considerando que 4 (quatro) pontos ndo pertencentes a
mesma face, ndo sejam coplanares, quantas retas e triangulos, ndo contidos nas faces
desse cubo, sdo determinados pelos pontos.

5) (IME-97) Considere a fungdo y = f(x) = Ln (x + vx2?+1) onde Ln denota o logaritmo
neperiano. Responder aos itens a seguir, justificando sua resposta.
a) Se g(x) = Ln (2x), que relacdo existe entre os graficos das curvas f e g?

b) Pode-se afirmar que a fungdo definida por H(x) = % € uma primitiva para a fungéo T(x)
=_fx) 2

x2 +1

6) (IME-97) Se tg a e tg b séo raizes da equagéo

x? + px + q =0, calcule, em funcéo de p e q, o valor simplificado da expresséo:
y =sen? (a +b) + p.sen (a + b).cos (a + b) + gq.cos?(a + b)

Considere p,g € R comq = 1.

7) (IME-97) Considere os numeros impares escritos sucessivamente, como mostra a
figura abaixo, onde a enésima linha compreende n numeros. Encontre em fungéo de n,
nesta linha, a soma de todos os numeros escritos, bem como o primeiro e o ultimo.
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8) (IME-97) Determine o resto da divisdo do polindmio (cos ¢ + x sen ¢)" por (x2 + 1),
onde n € um numero natural.

9) (IME-97) Considere uma esfera inscrita e tangente a base de um cone de revolugao.
Um cilindro esta circunscrito a esfera de tal forma que uma de suas bases esta apoiada
na base do cone. Seja V10 volume do cone e V2 o volume do cilindro. Encontre o menor
valor da constante k para o qual V1 = kV>.

Sugestao: Considere o angulo formado pelo didmetro da base e a geratriz do cone em
uma das extremidades deste didametro.

10) (IME-97) Em uma parabola (P), com foco F e parametro p, considere uma corda mw

normal a parabola em M. Sabendo que o angulo MFM’ = 90°, calcule os segmentos Fm e
FM'.

IME 1997/1998

1) (IME-98) Determine a solugdo da equacao trigonométrica, sen x + yacos x =1, x € R.

2) (IME-98) Resolva e interprete, geometricamente, o sistema matricial abaixo, em
funcdode o € p.

1 -2 3 X -4
5 -6 7 y| = -8
6 8 a z B

3) (IME-98) Determine os valores de 1 que satisfagam a inequacao,

272 —%.27x +2771> 0, e represente, graficamente, a fungéo, y =27%*

_ A o7x g7
9

aZ+B
¥Z+3’
que levaos pontosZ=0; —i;—1 para W=i;1;0, respectivamente, bem como, Z
paraW = —2-—i, onde i=/-1.

4) (IME-98) Determine os parametros o, B,y e 8 da transformag&o complexa, W=

5) (IME-98) Considere uma elipse e uma hipérbole centradas na origem, O, de um
sistema cartesiano, com eixo focal coincidente com o eixo OX. Os focos da elipse séo
vértices da hipérbole e os focos da hipérbole sdo vértices da elipse.
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Dados os eixos da elipse como 10 cm e % cm, determine as equacdes das parabolas,
que passam pelas intersegdes da elipse e da hipérbole e sdo tangentes ao eixo OY na
origem.

6) (IME-98) Uma embarcacéo deve ser tripulada por oito homens, dois dos quais s6
remam do lado direito e apenas um, do lado esquerdo.

Determine de quantos modos esta tripulacdo pode ser formada, se de cada lado deve
haver quatro homens.

Observagao: A ordem dos homens de cada lado distingue a tripulagéo.

7) (IME-98) Determine «,pey de modo que o polindémio, ax’*' + Bx’ + 1 racional inteiro

em x, seja divisivel por (x — 1)? e que o valor numérico do quociente seja igual a 120
parax=1.

8) (IME-98) Uma soma finita de numeros inteiros consecutivos, impares, positivos ou
negativos, é igual a 7% . Determine os termos desta soma.

9) (IME-98) Considere o cubo de bases ABCD e EFGH, e arestas AEBF.CG e DH. Sejam as
arestas iguais a 3 m e os pontos M, N e P marcados de forma que:

M cAD, tal que AM=2m,

N caB tal que AN=2m, e

P <BF, tal que BP=0,5m.

Calcule o perimetro da se¢ao que o plano MNP determina no cubo.

10) (IME-98) Quatro retas se interceptam formando quatro triangulos conforme figura

abaixo.
Prove que os circulos circunscritos aos quatro triangulos possuem um ponto em comum.

P

IME 1998/1999

1) (IME-99) Determine as raizes de z2 + 2iz + 2 — 4i = 0 e localize-as no plano complexo,
sendoi= J-1

2) (IME-99) Sejam as fungdes g (x) e h (x) assim definidas: g(x) = 3x—4; h (x) =f (g (x))
= 9Ox% — 6x + 1.
Determine a fungao f(x) e faga seu grafico.

3) (IME-99) Calcule o valor de (1,02)~ 19, com dois algarismos significativos, empregando
a expansao do bindmio de Newton.

4) (IME-99) Determine 0 sabendo-se que:
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1 —cos*@ 1+cot29_2
1—sen*d 1+tan26 3

®

(i)0< 6 <2m

5) (IME-99) Determine a para que seja impossivel o sistema:
X +2y -3z =4
3x - y+ 5z =2
4x + y + (a2-14)z=a+2

6) (IME-99) Determine as possiveis progressdes aritméticas para as quais o resultado da
divisdo da soma dos seus n primeiros termos pela soma dos seus 2n primeiros termos
seja independente do valor de n.

7) (IME-99) Determine uma matriz ndo singular P que satisfaga a equag&o matricial :
6 0 1 2

PA= ,onde A=
0 -1 5 4

8) (IME-99) Seja o polinbmio P(x) de grau (2n + 1) com todos os seus coeficientes
positivos e unitarios. Dividindo-se P(x) por D(x), de grau 3, obtém-se o resto R(x).
Determine R(x), sabendo-se que as raizes de D(x) sdo raizes de A(x) =x*—1 e que D(1)
= 0.

9) (IME-99) Uma piscina de base retangular tem, em metros, as seguintes dimensdes:
base, 5 x 6 e altura, 3. Dois tergos do volume da piscina s&o ocupados por agua. Na
superficie superior da agua, forma-se uma pequena bolha de ar. A bolha de ar esta
equidistante das paredes de 5m de base. Em relagdo as paredes de 6m de base, sua
posicao é tal que a distancia a uma das paredes € o dobro da distancia a outra.
Estabelega um sistema de coordenadas retangulares que tenha como origem um dos
cantos interiores da piscina e como um dos planos coordenados a parede de base de 6m
mais préxima da bolha. Em relagéo a este sistema, determine as coordenadas
retangulares do ponto onde se encontra a bolha de ar.

10) (IME-99) ABCD ¢é um quadrado de lado ¢, conforme figura abaixo. Sabendo-se que K

€ a soma dos quadrados das distancias de um ponto P do plano definido por ABCD aos
vértices de ABCD, determine:

(i) O valor minimo de K e a posigao do ponto P na qual ocorre este minimo;

(i) o lugar geométrico do ponto P para K =4 /2.

D C




A HORAR

DO BlZU
IME 1999/2000

1) (IME-00) Calcule o determinante:
11 11 1 1

1
1
1
1

[EE L U U U

11
1 13

[ U U U & ) [ G |

_ A A A A W
[ N O G N I | §

= A A A A a
[ U U (© I U G

2) (IME-00) Considere a, b, e ¢ numeros reais tais que a < b <c. Prove que a equagao
abaixo possui exatamente duas raizes, x1 € x2, que satisfazem a condigéo:
a<xi<b<x2<c.
1 1 1
+ +
X—a Xx-b x-c

=0

3) (IME-00) Represente graficamente a fungao:

1 1 1 1
F(0)= s+ 5+ >+ 5
sen“0 cos“0 sec O cossec” O

4) (IME-00) Calcule as coordenadas dos pontos de interse¢ao da elipse com a hipérbole,
representadas na figura abaixo, sabendo-se que:

os pontos C e C’ sao os focos da elipse e os pontos A e A’ sdo os focos da hipérbole;
BB’ é o eixo conjugado da hipérbole;

OB=0B=3meOC=0C’"=4m.

5) (IME-00) Determine o polindBmio em n, com no maximo 4 termos, que representa o

n
somatorio dos quadrados dos n primeiros nhumeros naturais Zkz .
k=1

6) (IME-00) Seja o conjunto:

D ={(k1, k2) | 1 <k1 <13; 1 <k2<4; k1, k2 € IN}.

Determine quantos subconjuntos L = {(x1,X2), (Y1,Y2), (z1,22), (t1,t2), (r1,r2)}, L <= D, existem
com 5 (cinco) elementos distintos, que satisfazem simultaneamente as seguintes
condicoes:

a)x1 =y1 =24
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b) x1 # t1, X1 #rq, t1 £ 1.

7) (IME-00) As arestas laterais de uma piramide regular com n faces tém medida /.

Determine:
a) a expressao do raio do circulo circunscrito a base, em fungao de ¢, de modo que o

produto do volume da piramide pela sua altura seja maximo;
b) a expressao desse produto maximo, em funcéo de 7 e n.

8) (IME-00) As medianas BE e CF de um triangulo ABC se cortam em G. Demonstre que

gBEC) - — 2> onde S é a area do triangulo ABC; AC = b; AB=c e BC = a.
b“ +c“ -5a

9) (IME-00) Trés jogadores, cada um com um dado, fizeram langamentos simultédneos.
Essa operacéo foi repetida cinquenta vezes. Os dados contém trés faces brancas e trés
faces pretas. Dessas 50 vezes:
em 28 saiu uma face preta para o jogador |;
em 25 saiu uma face branca para o jogador |l;
em 27 saiu uma face branca para o jogador lll;
em 8 sairam faces pretas para os jogadores | e lll e branca para o jogador lI;
em 7 sairam faces brancas para os jogadores Il e lll e preta para o jogador |;
em 4 sairam faces pretas para os trés jogadores;
em 11 sairam faces pretas para os jogadores Il e .
Determine quantas vezes saiu uma face preta para pelo menos um jogador.

10) (IME-00) Considere quatro numeros inteiros a, b, ¢ e d. Prove que o produto:
(a—b)(c—a)(d—-a)(d-c)(d—b)(c—b)
é divisivel por 12.

IME 2000/2001

1) (IME-01) Considere a figura abaixo, onde AB=AD=1,BC=x,AC=y,DE=ze AE =
w. Os angulos DEA, BCA e BFA s&o retos.

a) Determine o comprimento de AF e de BF em fungéo

dex,y,zew.

b) Determine a tangente do &ngulo a em funcgé&o de x,

y,Zew.
B

A E

2) (IME-01) Considere o polinbmio de grau minimo, cuja representacéo grafica passa
pelos pontos P1 (1, 4), P2 (— 1, 0), P3 (—2, - 11) e P4(2, 9).
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(A) Determine os coeficientes do polinébmio.
(B)Calcule todas as raizes do polindbmio.

3) (IME-01) Determine todos os numeros inteiros m e n para os quais o polinbmio 2x™ +
asnxm-3n — a™m ¢ divisivel
por x + a.

4) (IME-01) Sejam a e b numeros reais positivos e diferentes de 1. Dado o sistema abaixo
1

a*bY =4ab
2.log, x =log ¢ y.Iog\E b
b
determine os valores de x e y.

5) (IME-01) Dois numeros complexos s&o ortogonais se suas representagdes graficas
forem perpendiculares entre si. Prove que dois numeros complexos z1 e z> sdo
ortogonais se e somente se: z4z, +z4z, =0

Obs. z indica o conjugado de um numero complexo z.

6) (IME-01) Considere a matriz A = (ax;j), onde: ak;j = k-ésimo termo do desenvolvimento
de (1 +j.i)*, comk=1,...,55;j=1,..,55e i=+-1.

a) Calcule as; 2 + asq; 1.

b) Determine o somatorio dos elementos da coluna 55.

c) Obtenha uma férmula geral para os elementos da

diagonal principal.

7) (IME-01) Um comandante de companhia convocou voluntarios para a constituigdo de
11 patrulhas. Todas elas s&o formadas pelo mesmo numero de homens. Cada homem
participa de exatamente de duas patrulhas. Cada duas patrulhas tém somente um homem
em comum. Determine o numero de voluntarios e o de integrantes de uma patrulha.

8) (IME-01) Calcule o valor exato de: sen[2arc cot(4/3)] + cos[2arc cossec(5/4)]

9) (IME-01) Prove que para qualquer nimero inteiro k, os nimeros k e k° terminam
sempre com o mesmo algarismo (algarismo das unidades).

10) (IME-01) Sejam r, s e t retas paralelas ndo coplanares. S&o marcados sobre r dois
pontos A e A’, sobre s os pontos B e B’, e sobre t os pontos C e C’ de modo que os
segmentos AA’ = a, BB’ = b e CC’ = ¢ tenham o mesmo sentido.

(A) Mostre que se G e G’ sdo os baricentros dos

triangulos ABC e A’'B'C’, respectivamente, entdo GG’

€ paralelo as trés retas.

(B) Determine GG’ em fung&o de a, b e c.

IME 2001/2002

1) (IME-02) Calcule a soma dos numeros entre 200 e 500 que sdo multiplos de 6 ou de
14, mas nao simultaneamente multiplos de ambos.
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2) (IME-02) Uma matriz quadrada € denominada ortogonal quando a sua transposta é

igual a sua inversa. Considerando esta definicdo, determine se a matriz [R], abaixo, € uma

matriz ortogonal, sabendo-se que n é um numero inteiro e a € um angulo qualquer.

Justifique a sua resposta.

cos(na) —sen(na) O

sen(na) cos(na) O
0 0 1

Rl=

3) (IME-02) Considere uma parabola de eixo focal OX que passe pelo ponto (0,0). Define-
se a subnormal em um ponto P da parabola como o segmento de reta ortogonal a
tangente da curva, limitado pelo ponto P e o eixo focal. Determine a equacéo e identifique
o lugar geométrico dos pontos médios das subnormais dessa parabola.

4) (IME-02) Sabe-se que logab = X, logsb =Y e n > 0, onde n € um numero natural. Sendo
¢ o produto dos n termos de uma progressdo geométrica de primeiro termo a e razéo q,
calcule o valor de logcb em fungdo de X, Y e n.

5) (IME-02) (a) Encontre as condi¢gbes a que devem satisfazer os coeficientes de um
polinbmio P(x) de quarto grau para que P(x) = P(1 — x).

(b) Considere o polindmio P(x) = 16x* — 32x3 — 56x? + 72x + 77. Determine todas as suas
raizes sabendo-se que o mesmo satisfaz a condi¢cao do item acima.

6) (IME-02) Um cone e um cilindro circulares retos tém uma base comum e o vértice do

cone se encontra no centro da outra base do cilindro. Determine o &ngulo formado pelo

eixo do cone e sua geratriz, sabendo-se que razao entre a area total do cilindro e a area
total do cone é 7/4.

7) (IME-02) Quatro cidades, A, B, C e D, sdo conectadas por estradas conforme a figura

abaixo.
A

mk
B 10 km
10 k

D
Quantos percursos diferentes comegam e terminam na cidade A, e possuem:
(a) exatamente 50 km?

(b)  nx10km?

8) (IME-02) (a) Sejam x, y e z numeros reais positivos. Prove que:

Mzslx_y_z

3
Em que condigdes a igualdade se verifica?
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(b) Considere um paralelogramo de lados a, b, c, e area total So. Determine o volume
maximo desse paralelogramo em fungédo de So. Qual a relagdo entre a, b e ¢ para que
esse volume seja maximo? Demonstre seu resultado.

9) (IME-02) Resolva a equagdo y5-5-x = x, sabendo-se que x > 0.

10) (IME-02) Considere um quadrado XYZW de lado a. Dividindo-se cada angulo desse
quadrado em quatro partes iguais, obtém-se o octégono regular representado na figura

abaixo.
X Y

w z
Determine o lado e a area desse octégono em fungao de a. As respostas finais nao
podem conter expressdes trigonométricas.

IME 2002/2003

1) (IME-03) Seja z um numero complexo de maédulo unitario que satisfaz a condigdo z?" #

Zn

— 1, onde n € um numero inteiro positivo. Demonstre que € um numero real.

14220

2) (IME-03) Determine todos os valores reais de x que satisfazem a equagéo:

| log (12x3 = 19x2 + 8x) | = log (12x3 — 19x2 + 8x),

onde log (y) e |y\ representam, respectivamente, o logaritmo na base 10 e o modulo de
y.

3) (IME-03) Dada numa circunferéncia de raio R, inscreve-se nela um quadrado. A seguir,
inscreve-se uma circunferéncia neste quadrado. Este processo se repete indefinidamente
para o interior da figura de maneira que cada quadrado estara sempre inscrito em uma
circunferéncia e simultaneamente circunscrito por outra. Calcule, em funcdo de R, a soma
das areas delimitadas pelos lados dos quadrados e pelas circunferéncias que os
circunscrevem, conforme mostra a figura.
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4) (IME-03) Resolva a equagao tg a + tg (2a) = 2.tg (3a), sabendo-se que a € [0, ©/2).

5) (IME-03) Sobre uma reta r sdo marcados os pontos A, B, C e D. Sdo construidos os
tridangulos equilateros ABE, BCF e CDG, de forma que os pontos E e G encontram-se do
mesmo lado da reta r, enquanto que o ponto F encontra-se do lado oposto, conforme
mostra a figura. Calcule a area do triangulo formado pelos baricentros de ABE, BCF e
CDG, em funcéo dos comprimentos dos segmentos AB, BC e CD.

6) (IME-03) Considere um hexagono regular de 6 cm de lado. Determine o valor maximo da area de um
triangulo XYZ, sabendo-se que:

a) os pontos X, Y e Z estado situados sobre lados do hexagono;
b) a reta que une os pontos X e Y é paralela a um dos lados do hexagono.

7) (IME-03) Sejam A e B dois subconjuntos de IN. Por definigdo, uma fungédo f: A > B &
crescente se a1 > ax = f(a1) > f(a2), para quaisquer a1 e a2 € A.
a)ParaA={1,2}eB={1, 2, 3, 4}, quantas fun¢des de A para B sao crescentes.

b) ParaA={1,2,3}eB={1, 2, ..., n}, quantas fun¢des de A para B sao crescentes, onde
n € um numero inteiro maior que zero?

8) (IME-03) Seja uma piramide regular de vértice V e base quadrangular ABCD. O lado da
base da piramide mede /¢ e a aresta lateral (/2 . Corta-se a essa pirdmide por um plano
que contém o vértice A, € paralelo a reta BD, e contém o ponto médio da aresta VC.

Calcule a area da secao determinada pela interse¢ao do plano com
a piramide.

9) (IME-03) Demonstre que 320 + 1442 + 320 - 1442 & um numero inteiro multiplo de quatro.

10) (IME-03) Considere uma matriz A, n x n, de coeficientes reais, e k um numero real
diferente de 1. Sabendo-se que A3 = k.A, prove que a matriz A + | é invertivel, onde | é a
matriz identidade n x n.
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IME 2003/2004

1) (IME-04) Calcule o numero natural n que torna o determinante abaixo igual a 5.

1 -1 0 0

0 1 -1 0

0 0 1 -1
log, nf1) Iogz(n+1) Iogz(nf1) Iogz(nf1

2) (IME-04) Considere o polindmio P(x) = x3 + ax + b de coeficientes reais, com b #0.
Sabendo que suas raizes s&o reais, demonstre que a <0.

3) (IME-04) Considere uma piramide regular de altura h, cuja base € um hexagono
ABCDEF de lado a. Um plano perpendicular a base e contendo os pontos médios das
arestas AB e BC divide a piramide em dois poliedros. Calcule a razdo entre os volumes
destes dois poliedros.

4) (IME-04) Calcule sen (x + y) em funcéo de a e b, sabendo que o produto ab # 0, que
senx+seny=aequecosx+cosy=bhb.

5) (IME-04) Seja uma fungao f: R - {0} > R, onde R representa o conjunto dos numeros
reais, tal que f(a/b) = f(a) - f(b) para a e b pertencentes ao dominio de f. Demonstre que
f € uma funcéo par.

6) (IME-04) Sendo a, b e ¢ numeros naturais em progressao aritmética e z um numero
complexo de modulo unitario, determine um valor para cada um dos numeros a, b, ce z

de forma que eles satisfagam a igualdade: +~+L L _;.
z z z

7) (IME-04) Considere a parabola P de equagdo y = ax2, com a > 0 e um ponto A de
coordenadas (Xo,Yyo) satisfazendo a yo < a xo2. Seja S a area do triangulo ATT’, onde T e
T’ sédo os pontos de contato das tangentes a P passando por A.

a) Calcule o valor da area S em fungao de a, Xo € Yo.

b) Calcule a equacdo do lugar geométrico do ponto A, admitindo que a area S seja
constante.

c) ldentifique a conica representada pela equacgao obtida no item anterior.

8) (IME-04) Demonstre que 0 numero 111..11222...225 € um quadrado perfeito.

n-1 n

9) (IME-04) Ao final de um campeonato de futebol, somaram-se as pontuag¢des das
equipes, obtendo-se um total de 35 pontos. Cada equipe jogou com todos os outros
adversarios apenas uma vez. Determine quantos empates houve no campeonato,
sabendo que cada vitdria valia 3 pontos, cada empate valia 1 ponto e que derrotas nao
pontuavam.

10) (IME-04) Um quadrilatero convexo ABCD esta inscrito em um circulo de diametro d.
Sabe-se que AB=BC=a, AD=d € CD=b, cOm a, b e d diferentes de zero.
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a) Demonstre que d? = bd + 2a2.
b) Se a, b e d sdo numeros inteiros e a é diferente de b, mostre que d ndo pode ser
primo.

IME 2004 /2005

1) (IME-05) Dada a funcéo f (x) = w, demonstre que:
fix+y)+f(x=y)=2f(x)f(y)

2) (IME-05) O sistema de seguranca de uma casa utiliza um teclado numérico, conforme
ilustrado na figura. Um ladréo observa de longe e percebe que:

- a senha utilizada possui 4 digitos;

- 0 primeiro e o ultimo digitos encontram-se numa mesma linha;

- 0 segundo e o terceiro digitos encontram-se na linha imediatamente superior.

Calcule o numero de senhas que deverao ser experimentadas pelo ladrdo para que com
certeza ele consiga entrar na casa.

o o 0N

Teclado numérico

3) (IME-05) Sejam a, b, ¢ e d numeros reais positivos e diferentes de 1. sabendo que loga
d, logs d e logc d sdo termos consecutivos de uma progresséo aritmética, demonstre que
C2 _ (aC)IOQ‘”’d

4) (IME-05) Determine o valor das raizes comuns das equagdes x* — 2x3 — 11x2 + 18x + 18
=0 e x*—12x3—-44x2-32x - 52 = 0.

5) (IME-05) Resolva a equagdo 2 sen 11x + cos 3x + 3 sen 3x = 0.

6) (IME-05) Considere um tridangulo ABC de area S. Marca-se o ponto P sobre o lado AC
taL que PA/PC=q, € 0 ponto Q sobre o lado BC de maneira que QB/QcC =r. As cevianas AQ
e BP encontram-se em T, conforme ilustrado na figura. Determine a area do tridangulo ATP

em funcdode S, ger.
A
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7) (IME-05) Considere uma elipse de focos F e F’, e M um ponto qualquer dessa curva.
Tragca-se por M duas secantes MF e MF, que interceptam a elipse em P e P,
respectivamente. Demonstre que a soma (MF/FP) + (MF'/F'P') é constante.

Sugestao: Calcule inicialmente a soma (1/ MF) + (1/FP).

8) (IME-05) Sejam a, b e ¢ as raizes do polindmio p(x) = x3 + rx — t, onde r e t sdo nimeros
reais nao nulos.

a) Determine o valor da expressao a® + b% + ¢®em fungdo de re t.

b) Demonstre que S™' + rS™’ — tS"2 = ( para todo numero natural n > 2, onde Sk = a* +
b + ¢k para qualquer niumero natural k.

9) (IME-05) Calcule o determinante da matriz n x n em fungéao de b, onde b € um numero
real tal que b? = 1.

b2+1 b 0 0 0 0
b b%+1 b 0 0 0
0 b b%+1 b 0 0 n linhas
0 0 b b%+1 - 0 0
0 0 0 0 - b%+1 b
0 0 0 0 - Db b%+1
n colunas

10) (IME-05) Considere os pontos P e Q sobre faces adjacentes de um cubo. Uma formiga
percorre, sobre a superficie do cubo, a menor distancia entre P e Q, cruzando a aresta BC
em M e a aresta cd em N, conforme ilustrado na figura abaixo. E dado que os pontos P, Q,
M e N sao coplanares.

a) Demonstre que MN é perpendicular a AC.

b) Calcule a area da seg¢ao do cubo determinada pelo plano que contém P, Q e M em fungéo
de BC=ae BM=b.

s/ | P\ c
M
i \N\.
! Q
A, D
IME 2005/2006
1) (IME-06) Sejam a1 =1 —-i,na=r+sieans =(r—s)+ (r+s)i(n>1)termos de uma

sequéncia. Determine, em fungao de n, os valores de r e s que tornam esta sequéncia uma
progressao aritmética, sabendo que r e s sdo niUmeros reaise i = v-1.
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2) (IME-06) Considere o polindmio: p (x) = x° — 3x* — 3x3 + 27x2 — 44x + 30. Sabendo que o
produto de duas de suas raizes complexas € igual a 3 —i e que as partes reais e imaginarias
de todas as suas raizes complexas sio inteiras e nao-nulas, calcule todas as raizes do
polindmio.

DO BlZU

3) (IME-06) Um trapézio ABCD, de base menor AB e base maior CD, possui base média
MN. Os pontos M’ e N’ dividem a base média em trés segmentos iguais, na ordem
MM’N’N. Ao se tragar as retas AM’ e BN’, verificou-se que as mesmas se encontraram
sobre o lado CD no ponto P. Calcule a area do trapézio M'N’CD em fung¢ao da area de
ABCD.

4) (IME-06) Seja Dy = det(An), onde
(2 -1 0 0 - 0 O]
-1 2 -10 0 0
A, = 0 -1 2 -1 - 0 0
0 0 0 O 2 -1
00 0 0 - -1 2]

Determine D, em fungdo de n (n € IN, n > 1).

5) (IME-06) Determine os valores de x, y, z e r que satisfazem o sistema
Cr.y =logy x
logy z=4+logy z
Cl.y =logy z+log, z

onde c? representa a combinagdo de m elementos tomados p a p e logc B representa o
logaritmo de B na base c.

6) (IME-06) Os angulos de um triangulo estdo em progresséo aritmética e um deles é
solugéo da equacéao trigonomeétrica

(sen x + cos x) (sen? x — sen x cos X + cos? x) = 1.

Determine os valores destes angulos (em radianos).

7) (IME-06) Considere os pontos A(—1,0) e B(2,0) e seja C uma circunferéncia de raio R
tangente ao eixo das abscissas na origem. A reta rq € tangente a C e contém o ponto A e
a reta r. também é tangente a C e contém o ponto B. Sabendo que a origem nao pertence
as retas r1 e r2, determine a equagao do lugar geométrico descrito pelo ponto de
intersecao de rq e r2 ao se variar R no intervalo (0, «).

8) (IME-06) Considere um tetraedro regular de arestas de comprimento a e uma esfera de
raio R tangente a todas as arestas do tetraedro. Em fung&o de a, calcule:

a) o volume total da esfera;

b) o volume da parte da esfera situada no interior do tetraedro.

9) (IME-06) Determine o conjunto solugao S ={(x, y) | X A y € Z} da equacéo (x + y) k = xy,
sabendo que k € um numero primo.

10) (IME-06) Sejam as somas So e S1 definidas por:
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So=cl+c3+clic? +...+Cﬁ[”/3]

St1=cl+cticl+cloy .+ ciln-1rsl

Calcule os valores de Sp e S1 em fungao de n, sabendo que [r] representa o maior inteiro
menor ou igual ao numero r.

n
Sugestao: utilize o desenvolvimento em bindbmio de Newton de (1+cis%“] .



